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Àííîòàöèÿ
Èíòóèöèîíèñòñêàÿ ìàòåìàòèêà áûëà ñîçäàíà Áðàóýðîì íà îñíîâå

êîíñòðóêòèâíûõ ñïîñîáîâ ðàññóæäåíèé, ïðè êîòîðûõ êðèòåðèåì èñ-
òèííîñòè ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå äîêàçàòåëüñòâà. Â ðàáîòàõ Êîëìîãîðîâà
è Ã�åäåëÿ áûëà ïðåäëîæåíà èäåÿ èíòåðïðåòàöèè èíòóèöèîíèñòñêîé
ëîãèêè íà îñíîâå êëàññè÷åñêèõ ïîíÿòèé çàäà÷è è åå ðåøåíèÿ è ïî-
íÿòèÿ äîêàçóåìîñòè. Â 1933 ãîäó Ãåäåëü ñäåëàë ïåðâîå ñóùåñòâåííîå
ïðîäâèæåíèå â ýòîì íàïðàâëåíèè. Íåñìîòðÿ íà áîëüøèå óñïåõè â èñ-
ñëåäîâàíèè èíòóèöèîíèçìà, òî÷íîé ìîäåëè èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè
íà îñíîâå ýòîãî ïîäõîäà íå áûëî ïîñòðîåíî âïëîòü äî ðàáîòû àâòîðà
1995 ãîäà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðàññêàæåì î ðàáîòàõ ïîñëåäíåãî
äåñÿòèëåòèÿ, ïîëó÷åííûõ â ðóñëå ýòîãî ïîäõîäà.

1 Ââåäåíèå
Ñîãëàñíî Áðàóýðó, â èíòóèöèîíèñòñêîé ìàòåìàòèêå èñòèííîñòü îçíà÷àåò íå
÷òî èíîå, êàê äîêàçóåìîñòü. Âîò âûäåðæêà (â ïåðåâîäå àâòîðà) èç äâóõòîì-
íèêà À. Òðóëñòðû è Ä. âàí Äàëåíà Êîíñòðóêòèâèçì â ìàòåìàòèêå ([82],
ñòð. 4), â êîòîðîé êîðîòêî ôîðìóëèðóþòñÿ ïðèíöèïû èíòóèöèîíèñòñêîé ñå-
ìàíòèêè ïî Áðàóýðó:

�Íå èìååò ñìûñëà ãîâîðèòü îá èñòèííîñòè èëè ëîæíîñòè ìàòåìà-
òè÷åñêîãî óòâåðæäåíèÿ âíå çàâèñèìîñòè îò íàøåãî çíàíèÿ, êàñà-
þùåãîñÿ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ. Äàííîå óòâåðæäåíèå èñòèííî, åñëè
ó íàñ åñòü åãî äîêàçàòåëüñòâî, è ëîæíî, åñëè ìû ìîæåì ïîêàçàòü,
÷òî ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå èìååò äîêàçà-
òåëüñòâî, âåäåò ê ïðîòèâîðå÷èþ. �

∗Graduate Center CUNY, 356 Fifth Avenue, New York, NY 10016, U.S.A.; Ìîñêîâñêèé
Ãîñóäàðñòâåííûé Óíèâåðñèòåò, Ìåõàíèêî - ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò, Ìîñêâà 119992,
Ðîññèÿ. E-mail: SArtemov@gc.cuny.edu; URL: http://www.cs.gc.cuny.edu/∼sartemov/

1



Ñèñòåìà àêñèîì äëÿ èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè áûëà ïðåäëîæåíà Ãåéòèíãîì
â 1930 ãîäó íà îñíîâå íåôîðìàëüíîé ñåìàíòèêè Áðàóýðà; çà òî÷íûìè ôîð-
ìóëèðîâêàìè ìû îòñûëàåì ÷èòàòåëÿ ê ôóíäàìåíòàëüíûì ìîíîãðàôèÿì
[5, 82]. ×åðåç Int ìû áóäåì îáîçíà÷àòü èñ÷èñëåíèå Ãåéòèíãà äëÿ ïðîïîçè-
öèîíàëüíîé èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè, èçâåñòíîå òàêæå ïîä èìåíåì IPC.
Ãåéòèíã è Êîëìîãîðîâ â 1931-34 ãîäàõ ñôîðìóëèðîâàëè íàáîð íåôîðìàëü-
íûõ óñëîâèé, êîòîðûì äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñåìàíòèêà èíòóèöèîíèñòñêîé
ëîãèêè [4, 6, 49, 50]. Ýòè óñëîâèÿ, ïîëó÷èâøèå íàçâàíèå ñåìàíòèêè Áðàóýðà-
Ãåéòèíãà-Êîëìîãîðîâà (BHK), ïðåäïîëàãàþò, ÷òî èñòèííîñòü ôîðìóëû îç-
íà÷àåò íàëè÷èå åå äîêàçàòåëüñòâà. Â ñâîþ î÷åðåäü, äîêàçàòåëüñòâî ñëîæ-
íîãî óòâåðæäåíèÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äîêàçàòåëüñòâà ñîñòàâíûõ åãî ÷àñòåé
òàêèì îáðàçîì, ÷òî

• äîêàçàòåëüñòâî A∧B ñîñòîèò èç äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ A è
äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ B,

• äîêàçàòåëüñòâî A∨B äàåòñÿ ïðåäúÿâëåíèåì äîêàçàòåëüñòâà A èëè
äîêàçàòåëüñòâà B,

• äîêàçàòåëüñòâîì A→ B ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêöèÿ, êîòîðàÿ ïî êàæäîìó
äîêàçàòåëüñòâó A íàõîäèò êàêîå-ëèáî äîêàçàòåëüñòâî B,

• òîæäåñòâåííî ëîæíîå âûñêàçûâàíèå ⊥� ýòî óòâåðæäåíèå, íå èìåþùåå
äîêàçàòåëüñòâà, ¬A åñòü A→⊥.

Ñåìàíòèêà BHK ïðåäëîæèëà ñîâåðøåííî íîâûé âçãëÿä íà ëîãè÷åñêèå
îïåðàöèè. Â ÷àñòíîñòè, èìïëèêàöèÿ A→B, êîòîðàÿ â îáû÷íîé êëàññè÷åñ-
êîé ëîãèêå íå èìååò ñàìîñòîÿòåëüíîãî ñìûñëà à âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îñòàëü-
íûå ñâÿçêè, â ñåìàíòèêå BHK çàäàåò òîòàëüíóþ ôóíêöèþ èç ìíîæåñòâà
äîêàçàòåëüñòâ A â ìíîæåñòâî äîêàçàòåëüñòâ B.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî À.Í. Êîëìîãîðîâ â [6] ãîâîðèò î ëîãèêå ðåøåíèÿ
çàäà÷. Â çàìåòêå 1985 ãîäà [7] À.Í. Êîëìîãîðîâ ïèøåò

�Ðàáîòà [6] ïèñàëàñü â íàäåæäå íà òî, ÷òî ëîãèêà ðåøåíèÿ çàäà÷
ñäåëàåòñÿ ñî âðåìåíåì ïîñòîÿííûì ðàçäåëîì êóðñà ëîãèêè. Ïðå-
äïîëàãàëîñü ñîçäàíèå åäèíîãî ëîãè÷åñêîãî àïïàðàòà, èìåþùåãî
äåëî ñ îáúåêòàìè äâóõ òèïîâ - âûñêàçûâàíèÿìè è çàäà÷àìè.�

Ðàáîòà À.Í. Êîëìîãîðîâà [6] íàïèñàíà íåôîðìàëüíî, ÷òî îñòàâëÿëî âîç-
ìîæíîñòü ðàññìàòðèâàòü ðàçíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè �ðåøåíèÿ çàäà÷�.
Îäíàêî, ñ 1980õ ãîäîâ ñòàëî îáùåïðèíÿòûì äîêàçóåìîñòíîå ïîíèìàíèå
êîëìîãîðîâñêîãî �ðåøåíèÿ çàäà÷� (ñì. [39, 82, 83]). Ïðè÷èíû ýòîãî äîâîëüíî
åñòåñòâåííû. Â ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå ìîäåëüþ ïîíÿòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé
çàäà÷è è åå ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëû â ÿçûêå ïîäõîäÿùåé ëîãèêî-ìà-
òåìàòè÷åñêîé òåîðèè (íàïðèìåð, â àðèôìåòèêå Ïåàíî, òåîðèè ìíîæåñòâ
Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ, è ò.ï.) è èõ ôîðìàëüíûå äîêàçàòåëüñòâà â äàííîé òåî-
ðèè. Èìåííî ïîýòîìó òåîðèÿ ìíîæåñòâ ñåé÷àñ òðàêòóåòñÿ êàê �òåîðèÿ Öåð-
ìåëî-Ôðåíêåëÿ ZF�, ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ ÷èñåë êàê �ôîðìàëüíàÿ àðèô-
ìåòèêà ïåðâîãî ïîðÿäêà (àðèôìåòèêà Ïåàíî PA)�, �çàäà÷à� è �ðåøåíèå
çàäà÷è� êàê �ôîðìóëà â äàííîì ôîðìàëüíîì ÿçûêå� è �äîêàçàòåëüñòâî ôîð-
ìóëû â ïîäõîäÿùåé ôîðìàëüíîé òåîðèè�.
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Íåñìîòðÿ íà çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ ê ýòîìó âîïðîñó, íàéòè òî÷íóþ ñå-
ìàíòèêó äîêàçàòåëüñòâ äëÿ èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè íå óäàâàëîñü â òå÷å-
íèè áîëåå 60-òè ëåò.

Îáùàÿ èäåÿ ïîíèìàíèÿ ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê êàê îïåðàöèé íàä îáúåêòàìè,
ÿâëÿþùèìèñÿ îáîñíîâàíèÿìè èñòèííîñòè, îêàçàëàñü ÷ðåçâû÷àéíî ïëîäîò-
âîðíîé. Êëèíè â [52] ïðåäëîæèë ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå �îáîñíîâàíèé
èñòèííîñòè� âû÷èñëèìûå ôóíêöèè, à íå äîêàçàòåëüñòâà, êàê â ñåìàíòèêå
BHK, îòêðûâ ïðè ýòîì âû÷èñëèòåëüíóþ èíòåðïðåòàöèþ èíòóèöèîíèñòñ-
êîé ëîãèêè. Ñòàëî ïîíÿòíî, ÷òî êîíñòðóêòèâíûé (èíòóèöèîíèñòñêèé) ëîãè-
÷åñêèé âûâîä � ýòî îäíîâðåìåííî è âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðîãðàììà, è äîêàçà-
òåëüñòâî êîððåêòíîñòè ýòîé ïðîãðàììû. Ýòîò ïîäõîä ïîðîäèë öåëûé êëàññ
òàê íàçûâàåìûõ �ñåìàíòèê ðåàëèçóåìîñòè� äëÿ êîíñòðóêòèâíûõ ëîãèêî-ìà-
òåìàòè÷åñêèõ òåîðèé; â [81] ìîæíî íàéòè îáçîð îñíîâíûõ èäåé è äîñòèæå-
íèé â ýòîé îáëàñòè.

Íè ðåàëèçóåìîñòü Êëèíè, íè åå ðàçíîâèäíîñòè íå ðåøèëè ïðîáëåìó
íàõîæäåíèÿ ñåìàíòèêè BHK. Ñàì Êëèíè ïðîòåñòîâàë ïðîòèâ ïîïûòîê îò-
îæäåñòâèòü åãî ðåàëèçóåìîñòü ñ BHK. Ïîâåäåíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîã-
ðàìì êàê �îáîñíîâàíèé èñòèííîñòè� ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ïîâåäåíèÿ
ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ. Äîêàçàòåëüñòâ â íîðìå äîïóñêàþò àëãîðèò-
ìè÷åñêóþ ïðîâåðêó êîððåêòíîñòè, â òî âðåìÿ, êàê âû÷èñëèòåëüíûå ïðî-
ãðàììû ïîäîáíûõ àëãîðèòìîâ ïðîâåðêè êîððåêòíîñòè èìåòü íå ìîãóò. Â
ðåçóëüòàòå, ïðåäèêàò

p åñòü äîêàçàòåëüñòâî F

ðàçðåøèì, â òî âðåìÿ êàê ïðåäèêàò

r ðåàëèçóåò F

íå ìîæåò áûòü ðàçðåøèìûì â ñèëó òåîðåìû Ðàéñà. Ãîâîðÿ íåôîðìàëü-
íî, ðåàëèçóåìîñòíàÿ ñåìàíòèêà äîïóñêàåò ñëèøêîì ìíîãî �ñâèäåòåëüòâ èñ-
òèííîñòè� è ñëèøêîì ìíîãî ëîãè÷åñêèõ ôîðìóë ÿâëÿþòñÿ ðåàëèçóåìûìè,
áîëüøå ÷åì èìååòñÿ èíòóèöèîíèñòñêèõ òåîðåì. Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó Ïëèñêî
[11], ìíîæåñòâî ðåàëèçóåìûõ ôîðìóë ïåðâîãî ïîðÿäêà íå ÿâëÿåòñÿ ðåêóð-
ñèâíî àêñèîìàòèçèðóåìûì. Äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ îá àêñè-
îìàòèçèðóåìîñòè (ðåêóðñèâíîé ïåðå÷èñëèìîñòè) ìíîæåñòâà ðåàëèçóåìûõ
ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ôîðìóë.

Åùå îäèí �êàíîíè÷åñêèé� ïðèìåð âû÷èñëèòåëüíîé ñåìàíòèêè äëÿ èí-
òóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè � èçîìîðôèçì Êàððè-Õîâàðäà èíòóèöèîíèñòñêèõ
âûâîäîâ (ò.å. äîêàçóåìîñòíûõ îáúåêòîâ) è ýëåìåíòàðíûõ ïðîòîòèïîâ âû÷è-
ñëèòåëüíûõ ïðîãðàìì â ôîðìå λ-òåðìîâ (ñì., íàïðèìåð [44, 83]). Ñ òî÷-
êè çðåíèÿ îñíîâàíèé ìàòåìàòèêè, çíà÷åíèå èçîìîðôèçìà Êàððè-Õîâàðäà
îãðàíè÷åíî ðàìêàìè âû÷èñëèòåëüíîé ñåìàíòèêè. Îí íå ÿâëÿåòñÿ ñåìàí-
òèêîé BHK, ïîñêîëüêó λ-òåðìû êàê äîêàçàòåëüñòâà åñòü íå ÷òî èíîå, êàê
âûâîäû â òîì ñàìîì èñ÷èñëåíèè Ãåéòèíãà (â ôîðìå íàòóðàëüíîãî âûâîäà),
îáîñíîâàíèåì êîòîðîãî è äîëæíà ñòàòü BHK. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçóåìîñò-
íîå ïðî÷òåíèå èçîìîðôèçìà Êàððè-Õîâàðäà ÿâëÿåò ñîáîé çàìêíóòûé êðóã
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òèïà �ôîðìóëà F äîêàçóåìà â Int òîãäà, è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôîðìóëà
F äîêàçóåìà â Int� è, ñëåäîâàòåëüíî, íå äàåò ñåìàíòèêè íåçàâèñèìîé îò
èçíà÷àëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ Ãåéòèíãà. Îáçîðû [13, 38, 82] ñëóæàò õîðîøèìè
èñòî÷íèêàìè ïî âû÷èñëèòåëüíîé ñåìàíòèêå èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè.

Èçâåñòåí òàêæå ðÿä ïîïûòîê ïîñòðîåíèÿ ad hoc ñåìàíòèêè BHK, ãäå â
êà÷åñòâå �äîêàçàòåëüñòâ� ôèãóðèðîâàëè âû÷èñëèòåëüíûå ïðîãðàììû ñïå-
öèàëüíîãî âèäà èëè àáñòðàêòíûå îáúåêòû, íå ñâÿçàííûå ñ îáùåïðèíÿòûìè
ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè äîêàçàòåëüñòâ. Òàê â [9, 62, 74] è ìíîãèõ äðóãèõ
ðàáîòàõ èçó÷àëèñü àáñòðàêòíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè (äëÿ ñïðàâîê ñì.
òàêæå [28, 29, 81]). Â ÷àñòíîñòè, â [9] �çàäà÷à� îïðåäåëÿåòñÿ íåïóñòûì êîíå-
÷íûì ìíîæåñòâîì ðåøåíèé, â êîòîðîì âûäåëåíî íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî
ôàêòè÷åñêèõ ðåøåíèé, èìïëèêàöèÿ A→B îïðåäåëÿåòñÿ îòîáðàæåíèÿìè èç
A â B. Ëîãèêà ôèíèòíûõ çàäà÷ íå ñîâïàäàåò ñ èíòóèöèîíèñòñêèì èñ÷è-
ñëåíèåì. Íåèçâåñòíî òàêæå, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòà ëîãèêà ðàçðåøèìîé (ñì. [13,
84] äëÿ áîëåå ïîäðîáíîãî àíàëèçà ýòîãî ïîäõîäà). Â [62] áûëà ðàññìîòðåíà
ðåàëèçóåìîñòü èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè àáñòðàêòíûìè, íå îáÿçàòåëüíî âû-
÷èñëèìûìè ôóíêöèîíàëàìè. Ïîïûòêà ôîðìàëèçàöèè ñåìàíòèêè BHK áûëà
ïðåäïðèíÿòà Êðàéçåëåì â [53, 54, 55] â åãî �òåîðèè êîíñòðóêöèé�, ïåðâîíà-
÷àëüíûé âàðèàíò êîòîðîé îêàçàëñÿ ïðîòèâîðå÷èâûì. Ïîñëåäóþùåå èñïðàâ-
ëåíèå, ñäåëàííîå Ãóäìàíîì â [48], ïðèâåëî ê ïîòåðå ñâÿçè ñ BHK, ïîñêîëüêó
�äîêàçàòåëüñòâî� èìïëèêàöèè A→B ïåðåñòàëî áûòü ïðèìåíèìûì êî âñåì
�äîêàçàòåëüñòâàì� A (ñì. òàêæå [85] äëÿ ïîëíîãî àíàëèçà òåîðèè Êðàéçåëÿ-
Ãóäìàíà).

Cåìàíòèêà Êóçíåöîâà-Ìóðàâèöêîãî-Ãîëäáëàòòà-Áóëîñà ([8, 32, 33, 47])
äëÿ Int áûëà óæå ñâÿçàíà ñ ðåàëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ äîêàçóå-
ìîñòè � ã�åäåëåâñêèì ïðåäèêàòîì äîêàçóåìîñòè â àðèôìåòèêå. Îäíàêî, ýòà
ñåìàíòèêà íå ñîäåðæèò íè èíäèâèäóàëüíûõ äîêàçàòåëüñòâ, íè îïåðàöèé íàä
íèìè. Îíà â ñèëüíîé ñòåïåíè íåêîíñòðóêòèâíà, ò.ê. ðåàëèçóåìîñòü â ýòîé
ìîäåëè èìååò ãèïåðàðèôìåòè÷åñêóþ ñëîæíîñòü, è, òàêèì îáðàçîì, äàëåêà
îò ñåìàíòèêè BHK.

Îïðåäåëåííûé èòîã ïîïûòêàì ïîñòðîèòü ad hoc ñåìàíòèêó BHK áûë
ïîäâåäåí â 1983 ãîäó â [85]:

�Èíòåðïðåòàöèÿ èíòóèöèîíèñòñêèõ òåîðèé â òåðìèíàõ äîêàçà-
òåëüñòâ è êîíñòðóêöèé . . . ïîêà íå ïîëó÷èëà òî÷íîé ôîðìóëèðî-
âêè.�

Â îáçîðå 1986 ãîäà [38] ìû ÷èòàåì:

�Èñêîìàÿ èíòåðïðåòàöèÿ èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè ïî Ãåéòèíãó
[èìååòñÿ ââèäó ñåìàíòèêà BHK, Ñ.À.] . . . óïîðíî óñêîëüçàåò.�

2 Ïîäõîä Êîëìîãîðîâà - Ã�åäåëÿ
Êàê ìû âèäåëè âûøå, ïîäõîä Êîëìîãîðîâà 1932 ãîäà (ñì. [6, 7]) ñîñòîÿë â
òîì, ÷òîáû ïîñòðîèòü îáúåäèíåííóþ ëîãèêó âûñêàçûâàíèé è äîêàçàòåëüñòâ
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â îáû÷íîé êëàññè÷åñêîé ìàòåìàòèêå, è â åå ðàìêàõ èíòåðïðåòèðîâàòü
èíòóèöèîíèñòñêóþ ëîãèêó, íå îïèðàÿñü íà ñïåöèôè÷åñêèå èíòóèöèîíèñòêèå
îñíîâàíèÿ. Òîãî æå ðîäà ïîäõîä ìîæíî íàéòè è ó Ã�åäåëÿ. Â åãî ðàáîòå
1933 ãîäà ([45]) áûë ñäåëàí ïåðâûé øàã â ïîñòðîåíèè òî÷íîé ñåìàíòèêè
èíòóèöèîíèçìà íà îñíîâå êëàññè÷åñêîé äîêàçóåìîñòè. Ã�åäåëü ðàññìîòðåë
êëàññè÷åñêóþ ìîäàëüíóþ ëîãèêó S4 êàê èñ÷èñëåíèå, çàäàþùåå ñâîéñòâà
äîêàçóåìîñòè â êëàññè÷åñêîé ìàòåìàòèêå, è ïîñòðîèë ñâåä�åíèå èíòóèöèî-
íèñòñêîé ïðîïîçèöèîíàëüíîé ëîãèêè Int ê S4. Ðàçóìååòñÿ, öåëü Ãåäåëÿ íå
ìîãëà áûòü äîñòèãíóòà ïðåæäå, ÷åì íîâûé ëîãè÷åñêèé îïåðàòîð ìîäàëüíî-
ñòè ïîëó÷èë òî÷íóþ èíòåðïðåòàöèþ ÷åðåç êëàññè÷åñêóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ
ìîäåëü äîêàçóåìîñòè.

Ðàáîòà Ã�åäåëÿ [45] ñâåëà Int ê S4, ÷òî îêàçàëîñü ñîñòàâíîé ÷àñòüþ
îêîí÷àòåëüíîãî ðåøåíèÿ, íàéäåííîãî â 1995 ãîäó (ñì. íèæå). Âîò Ã�åäåëåâ-
ñêàÿ ôîðìóëèðîâêà ìîäàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ êëàññè÷åñêîé äîêàçóåìîñòè S4
([45]):

1. Àêñèîìû è ïðàâèëà êëàññè÷åñêîé ëîãèêè
2. 2(F→G)→(2F→2G)
3. 2F→F
4. 2F→22F
5. Ïðàâèëî:

` F

` 2F

Ñîãëàñíî Ã�åäåëþ, ëîãèêà S4 âûðàæàåò ñâîéñòâà äîêàçóåìîñòè êàê ëîãè÷åñ-
êîãî (ìîäàëüíîãî) îïåðàòîðà.

Ôîðìàëèçóÿ áðàóýðîâñêîå ïîíèìàíèå ëîãè÷åñêîé èíñòèííîñòè êàê äîêà-
çóåìîñòè, Ã�åäåëü îïðåäåëÿåò ïåðåâîä tr(F) ïðîïîçèöèîíàëüíîé ôîðìóëû F
ñ èíòóèöèîíèñòñêîãî ÿçûêà íà ÿçûê êëàññè÷åñêîé ëîãèêè ñ ìîäàëüíîñòüþ 2:
tr(F) ïîëó÷åíà ïóòåì ïðîñòàâëåíèÿ 2 ïåðåä êàæäîé ïîäôîðìóëîé ôîðìóëû
F . Ãîâîðÿ íåôîðìàëüíî, îáû÷íàÿ ïðîöåäóðà îïðåäåëåíèÿ êëàññè÷åñêîé èñ-
òèííîñòè ôîðìóëû ïî äåðåâó ïîñòðîåíèÿ ôîðìóëû ïðè àíàëèçå tr(F) áóäåò
ïðîâåðÿòü êàæäóþ íîâóþ ïîäôîðìóëó F íå íà èñòèííîñòü, à íà äîêàçóå-
ìîñòü, êàê è ïîëîæåíî �ïî Áðàóýðó�. Îêàçàëîñü ([45, 64]), ÷òî òàêîé ïåðåâîä
äàåò òî÷íîå âëîæåíèå èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè Int â S4, ò.å. â êëàññè÷åñ-
êóþ ëîãèêó, ïîïîëíåííóþ îïåðàòîðîì äîêàçóåìîñòè.

Int äîêàçûâàåò F ⇔ S4 äîêàçûâàåò tr(F )

Îäíàêî èçíà÷àëüíàÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ Int ÷åðåç êëàññè÷åñêóþ äîêàçóå-
ìîñòü íå áûëà ðåøåíà, ïîñêîëüêó ñàìà ëîãèêà S4 îñòàëàñü áåç òî÷íîé äîêà-
çóåìîñòíîé ìîäåëè. Êàê ñðàçó æå çàìåòèë ñàì Ã�åäåëü, íàïðàøèâàþùàÿñÿ
èíòåðïðåòàöèÿ ìîäàëüíîñòè 2F êàê óòâåðæäåíèÿ F äîêàçóåìà â äàííîé
ôîðìàëüíîé ñèñòåìå ïðîòèâîðå÷èò âòîðîé òåîðåìå Ã�åäåëÿ î íåïîëíîòå.
Â ñàìîì äåëå, ôîðìóëà 2(2F → F ) ëåãêî âûâîäèòñÿ â S4 èç àêñèîìû
ðåôëåêñèâíîñòè 2F →F ïî ïðàâèëó (5). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè èíòåðïðå-
òàöèè ìîäàëüíîñòè 2 êàê ïðåäèêàòà ProvableT (·) ôîðìàëüíîé äîêàçóåìîñòè
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â òåîðèè T ýòà ôîðìóëà ñòàíîâèòñÿ ëîæíûì óòâåðæäåíèåì î òîì, ÷òî
ðåôëåêñèÿ äëÿ òåîðèè T äîêàçóåìà â ñàìîé òåîðèè T :

Provable T (Provable T (F )→F ).
Ñëåäóÿ Ã�åäåëþ, ìû èñõîäèì èç òîãî, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ äîêàçóå-
ìîñòè ÿâëÿåòñÿ ã�åäåëåâñêèé ïðåäèêàò äîêàçàòåëüñòâ ProofT (x,y), îáîçíà÷à-
þùèé

x åñòü êîä äîêàçàòåëüñòâà â T ôîðìóëû ñ êîäîì y
à òàêæå ã�åäåëåâñêèé ïðåäèêàò äîêàçóåìîñòè ∃xProofT (x,y), îçíà÷àþùèé

ôîðìóëà ñ êîäîì y äîêàçóåìà â T

(ñì. [32, 33, 79]).
Ñèòóàöèþ ïîñëå ðàáîòû Ã�åäåëÿ [45] ìîæíî óñëîâíî èçîáðàçèòü ñëåäóþ-

ùåé ñõåìîé, ãäå � ↪→� îçíà÷àåò òî÷íîå âëîæåíèå:
Int ↪→ S4 ↪→ ??? ↪→ ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÅ ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÀ

Â ëåêöèè, ïðî÷èòàííîé â Âåíå â 1938 ãîäó [46] Ã�åäåëü âîçâðàùàåòñÿ ê
âîïðîñó î ìîäåëèðîâàíèè èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè â êëàññè÷åñêîé ëîãèêå,
ïîïîëíåííîé îïåðàòîðîì äîêàçóåìîñòè, è âíîâü óêàçûâàåò íà îñòàâàâøèéñÿ
íåðåøåííûì âîïðîñ î òî÷íîé äîêàçóåìîñòíîé èíòåðïðåòàöèè åãî èñ÷èñëå-
íèÿ äîêàçóåìîñòè. Ãîâîðÿ î ñâîåé ðàáîòå 1933 ãîäà, Ã�åäåëü îòìå÷àåò î íåé
ñëåäóþùåå:

�ß ñíàáäèë îáû÷íîå ïðîïîçèöèîíàëüíîå èñ÷èñëåíèå ñâÿçêîé B
(�äîêàçóåìî â àáñîëþòíîì ñìûñëå�) è àêñèîìàìè [ïðèâîäÿòñÿ
àêñèîìû S4 ñ B â êà÷åñòâå 2, Ñ.À.]. Èíòóèöèîíèçì âûâîäèì èç
ýòîãî. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî õîòÿ ýòè àêñèîìû ÷ðåçâû÷àéíî ïðàâ-
äîïîäîáíû, åñòü óòâåðæäåíèÿ î B, êîòîðûå î÷åâèäíî ëîæíû
äëÿ êàæäîãî îïðåäåëåííîãî B.�

Â ýòîé æå ëåêöèè Ã�åäåëü òàêæå âïåðâûå ïðåäëîæèë èäåþ èñïîëüçîâàíèÿ
ôîðìàòà ÿâíûõ äîêàçàòåëüñòâ t åñòü äîêàçàòåëüñòâî F äëÿ èíòåðïðåòàöèè
ñâîåãî èñ÷èñëåíèÿ äîêàçóåìîñòè. Èìåííî íà ýòîì ïóòè è áûëî íàéäåíî
îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå â [17], [19].

Íèæå ìû áóäåì íàçûâàòü çàäà÷ó îá èíòåðïðåòàöèè èíòóèöèîíèñòñêîé
ëîãèêè â êëàññè÷åñêîé ëîãèêå ñ îïåðàòîðîì äîêàçóåìîñòè, êîòîðîé çàíèìà-
ëñÿ Ã�åäåëü â 1933 ãîäó è êîòîðàÿ îñòàâàëàñü íåðåøåííîé èç-çà îòñóòñòâèÿ
òî÷íîé äîêàçóåìîñòíîé ìîäåëè ñàìîãî ã�åäåëåâñêîãî îïåðàòîðà äîêàçóåìîñ-
òè, çàäà÷åé Ã�åäåëÿ î äîêàçóåìîñòíîì èñ÷èñëåíèè.

Èçó÷åíèåì èñ÷èñëåíèÿ äîêàçóåìîñòè Ã�åäåëÿ è åãî âçàèìîîòíîøåíèåì ñ
èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêîé çàíèìàëñÿ âûäàþùèéñÿ ìàòåìàòèê Ïåòð Ñåð-
ãååâè÷ Íîâèêîâ, ÷üè ëåêöèè 1950õ ãîäîâ è èçäàííàÿ íà èõ îñíîâå ïîñëå
êîí÷èíû Ïåòðà Ñåðãååâè÷à ìîíîãðàôèÿ [10] ÷ðåçâû÷àéíî ñïîñîáñòâîâàëè

6



ðîñòó èíòåðåñà ê ýòîé òåìàòèêå â Ðîññèè è îêîí÷àòåëüíîìó ðåøåíèþ çàäà÷è
Ã�åäåëÿ î äîêàçóåìîñòíîì èñ÷èñëåíèè â 1995 ãîäó.

Îáçîð èññëåäîâàíèé ïî ñåìàíòèêå äîêàçóåìîñòè äëÿ S4 ìîæíî íàéòè â
[19]. Ïðèâåäåì ëèøü íåêîòîðûå ðàáîòû, êîòîðûå êàñàëèñü ýòîãî âîïðîñà:
[8, 15, 32, 33, 36, 47, 56, 63, 65, 67, 68, 69, 75, 76]. Îäíàêî, çàäà÷à Ã�åäåëÿ î
äîêàçóåìîñòíîì èñ÷èñëåíèè îñòàâàëàñü íåðåøåííîé. Áîëåå òîãî, â 1963 ãîäó
Ð. Ìîíòåãþ ïîñëå òùàòåëüíîãî àíàëèçà îáúÿâèë ýòó çàäà÷ó áåçíàäåæíîé
[67].

Èñòî÷íèê òðóäíîñòåé ñ äîêàçóåìîñòíîé èíòåðïðåòàöèåé ìîäàëüíîñòè ëå-
æèò â íåÿâíîì õàðàêòåðå êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ �∃� â òåîðèÿõ ïåðâîãî
ïîðÿäêà. Ýòî ÿâëåíèå èíîãäà íàçûâàþò ∃-áîëåçíüþ ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà.
Ðàññìîòðèì, ê ïðèìåðó, ïåðâîïîðÿäêîâóþ àðèôìåòèêó Ïåàíî PA è ïðèí-
öèï ðåôëåêñèè â íåé, ò.å. âñå ôîðìóëû âèäà ∃xProof PA(x, F ) → F . Ýòîò
ïðèíöèï ðåôëåêñèè íåâûâîäèì â PA, ïîñêîëüêó, ãîâîðÿ íåôîðìàëüíî, èñ-
òèííîñòü ïîñûëêè ýòîé èìïëèêàöèè íåäîñòàòî÷íà äëÿ âûâîäà îá èñòèííîñòè
çàêëþ÷åíèÿ. Ôîðìóëà ∃xProof PA(x, F ) íå äàåò êîíêðåòíîãî äîêàçàòåëüñòâà
ôîðìóëû F , ò.ê. ýòî x ìîæåò áûòü íåñòàíäàðòíûì íàòóðàëüíûì ÷èñëîì,
òåì ñàìûì, íå ÿâëÿþùèìñÿ êîäîì íèêàêîãî êîíêðåòíîãî âûâîäà â PA.

Èíàÿ êàðòèíà íàáëþäàåòñÿ â ÿçûêå ñ ÿâíûì ïðåäñòàâëåíèåì äîêàçà-
òåëüñòâ òåðìàìè: ïðèíöèï ÿâíîé ðåôëåêñèè Proof PA(p, F )→F äëÿ êàæäîãî
êîíêðåòíîãî âûâîäà p äîêàçóåì â PA. Â ñàìîì äåëå, åñëè Proof PA(p, F )
èñòèííà, òî F , î÷åâèäíî, äîêàçóåìà â PA, ÷òî âëå÷åò äîêàçóåìîñòü ôîð-
ìóëû Proof PA(p, F )→F . Åñëè æå Proof PA(p, F ) ëîæíà, òî ¬Proof PA(p, F )
èñòèííà è äîêàçóåìà, ñëåäîâàòåëüíî Proof PA(p, F )→F òàêæå äîêàçóåìà.

Ýòî íàáëþäåíèå ïîäñêàçûâàåò è ñðåäñòâî îò ∃-áîëåçíè: ÿâíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå îáúåêòîâ òåðìàìè âìåñòî íåÿâíîãî èõ çàäàíèÿ êâàíòîðàìè ∃. Â íàøåì
ñëó÷àå ðå÷ü èäåò î ïðåäñòàâëåíèè äîêàçàòåëüñòâ äîñòàòî÷íî ïîëíîé ñèñòå-
ìîé òåðìîâ t è èõ èñïîëüçîâàíèè â ôîðìàòå Proof PA(t, F ), âìåñòî íåÿâíîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ äîêàçàòåëüñòâ êâàíòîðàìè ñóùåñòâîâàíèÿ â ôîðìóëå äîêà-
çóåìîñòè ∃xProof PA(x, F ). Â êîíòåêñòå çàäà÷è î äîêàçóåìîñòíîé ñåìàíòèêå
S4 è Int ýòî îçíà÷àåò âîçâðàò ê èçíà÷àëüíîìó ôîðìàòó BHK ïîñëå ïîïûòîê
íàéòè îòâåò â ðàìêàõ áîëåå ïðîñòîãî ÿçûêà ìîäàëüíîé ëîãèêè. Êàê óæå óïî-
ìèíàëîñü âûøå, Ã�åäåëü åùå â 1938 ãîäó ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü ôîðìàò
ÿâíûõ äîêàçàòåëüñòâ äëÿ èíòåðïðåòàöèè S4, îäíàêî, ýòà åãî ðàáîòà îñòàâà-
ëàñü íåîïóáëèêîâàíîé äî 1995 ãîäà. Ïî ñîâðåìåííûì ïîíÿòèÿì ýòîò ôîðìàò
ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì LDS-ÿçûêà â ñìûñëå [43].

Â 1992-93 ãîäàõ àâòîð è T. Øòðàññåí ([25, 26, 27]) íàøëè ïåðâûå ñèñòåìû
ëîãèê äîêàçàòåëüñòâ â ôîðìàòå t:F , îáîçíà÷àþùåì t åñòü äîêàçàòåëüñòâî
F. Ïåðâûå ëîãèêè èç [25, 26, 27] íå ñîäåðæàëè îïåðàöèé íàä äîêàçàòåëüñò-
âàìè è íå ñòàâèëè öåëüþ ðåàëèçàöèþ ìîäàëüíîñòè â ïîëíîì îáúåìå.

Åùå äî îïóáëèêîâàíèÿ â 1995 ãîäó ðàáîòû Ã�åäåëÿ [46] ñ ïðåäëîæåíèåì
èñêàòü äîêàçóåìîñòíóþ ñåìàíòèêó äëÿ S4 ÷åðåç äîêàçóåìîñòíûå òåðìû è
ñîâìåñòíóþ ëîãèêó âûñêàçûâàíèé è äîêàçàòåëüñòâ, àâòîðó óäàëîñü íàéòè
èñêîìîå ðåøåíèå çàäà÷è Ã�åäåëÿ îá èñ÷èñëåíèè äîêàçóåìîñòè. Â îñåííåì
ñåìåñòðå 1994 ãîäà âî âðåìÿ âèçèòà â Àìñòåðäàìñêèé Óíèâåðñèòåò àâòîðîì
áûëà íàéäåíà ïåðâàÿ âåðñèÿ ëîãèêè äîêàçàòåëüñòâ LP è òåîðåìà î ðåàëè-
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çóåìîñòè S4 â LP, êîòîðûå òîãäà æå â êîíöå 1994 ãîäà áûëè äîëîæåíû
íà ñåìèíàðå â Àìñòåðäàìå è êîíôåðåíöèè â Ìþíñòåðå. Òåêñò ñ ïîëíûìè
äîêàçàòåëüñòâàìè âûøåë â ìàòåðèàëàõ Èíñòèòóòà Ìàòåìàòè÷åñêèõ Íàóê
Êîðíåëëüñêîãî óíèâåðñèòåòà â 1995 ãîäó [17].

3 Ëîãèêà Äîêàçàòåëüñòâ
Áëèçêèì ðîäñòâåííèêîì LP ÿâëÿåòñÿ òèïîâàÿ êîìáèíàòîðíàÿ ëîãèêà CL→
(ñì., íàïðèìåð, [83]). Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî êîìáèíàòîðíûå òåðìû ìîãóò
ïîíèìàòüñÿ êàê äîêàçóåìîñòíûå òåðìû â ãèëüáåðòîâñêîé ñèñòåìå. Êîíñòà-
íòû îçíà÷àþò äîêàçàòåëüñòâà ïðîïîçèöèîíàëüíûõ àêñèîì:

kA,B : (A→(B→A)), sA,B,C : [(A→(B→C))→((A→B)→(A→C))]

Ïåðåìåííûå â CL→ îáîçíà÷àþò ïðîèçâîëüíûå äîêàçàòåëüñòâà, îïåðàöèÿ
àïïëèêàöèè � ·� ñîîòâåòñòâóåò èíòåðíàëèçèðîâàííîìó ïðàâèëó modus po-
nens.

t:(F→G) →(s:F→(t·s):G)

Èíòåðíàëèçàöèÿ - ýòî ôîðìàëèçàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé êîíñòðóêöèè â âèäå
ñîîòâåòñòâóþùåãî îáúåêòà â ÿçûêå äàííîé òåîðèè. Â íàøåì ñëó÷àå îïåðà-
öèÿ ïåðåõîäà îò âûâîäîâ ôîðìóëû F→G è ôîðìóëû F ê âûâîäó ôîðìóëû
G ïî ïðàâèëó modus ponens èíòåðíàëèçèðîâàíà â âèäå ôîðìàëüíîé îïåðà-
öèè àïïëèêàöèè � ·� íà êîìáèíàòîðíûõ òåðìàõ.

Çàáûâ÷èâàÿ ïðîåêöèÿ CL→, ïðè êîòîðîé êàæäîå âõîæäåíèå ôîðìóë âè-
äà t:F çàìåíÿåòñÿ íà 2F , ñîîòâåòñòâóåò èìïëèêàòèâíîìó èíòóèöèîíèñòñêî-
ìó ôðàãìåíòó S4, ñîñòîÿùåìó òîëüêî èç ôîðìóë 2A1∧ . . .∧2An→2B, ãäå
A1, . . . , An, B íå ñîäåðæàò ìîäàëüíîñòåé. Ýòî íàáëþäåíèå ïîêàçûâàåò íà-
ñêîëüêî âåëèêà äèñòàíöèÿ ìåæäó òèïîâîé êîìáèíàòîðíîé ëîãèêîé è ñèñòå-
ìîé, äàþùåé ðåøåíèå çàäà÷è Ã�åäåëÿ îá èñ÷èñëåíèè äîêàçóåìîñòè, â êîòîðîé
ðå÷ü èäåò î ðåàëèçàöèè âñåé S4 äîêàçóåìîñòíûìè òåðìàìè.

Îïðåäåëåíèå Ïîëèíîìû äîêàçàòåëüñòâ ýòî òåðìû, ïîñòðîåííûå èç äî-
êàçóåìîñòíûõ ïåðåìåííûõ x, y, z, . . . è äîêàçóåìîñòíûõ êîíñòàíò a, b, c, . . .
ïîñðåäñòâîì òðåõ îïåðàöèé: àïïëèêàöèÿ � ·� (äâóìåñòíàÿ), îáúåäèíåíèå �+�
(äâóìåñòíàÿ), è ïðîâåðêà äîêàçàòåëüñòâ � !� (îäíîìåñòíàÿ).

Òî÷íàÿ ñåìàíòèêà ïîëèíîìîâ äîêàçàòåëüñòâ è ôîðìóë ëîãèêè äîêàçà-
òåëüñòâ îáñóæäàåòñÿ íèæå ïîñëå ôîðìóëèðîâêè LP. Ñåé÷àñ, îäíàêî, áóäåò
ïîëåçíî èìåòü ïðåäñòàâëåíèå îá îáùåì ôîðìàòå LP. Ïåðåìåííûå áóäóò èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîèçâîëüíûõ äîêàçàòåëüñòâ, à êîíñòàíòû
� äëÿ äîêàçàòåëüñòâ àêñèîì. Êàæäîå äîêàçàòåëüñòâî äîêàçûâàåò êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî òåîðåì. Îïåðàöèÿ àïïëèêàöèè ñîîòâåòñòâóåò èíòåðíàëèçèðîâàí-
íîìó ïðàâèëó modus ponens: äëÿ äàííûõ s è t äîêàçàòåëüñòâî s·t äîêàçûâàåò
âñå ôîðìóëû G òàêèå, ÷òî s äîêàçûâàåò F → G è t äîêàçûâàåò F äëÿ
íåêîòîðîãî F . Îáúåäèíåíèå �s+t� äîêàçàòåëüñòâ s è t � ýòî äîêàçàòåëüñòâî,
êîòîðîå äîêàçûâàåò âñå òî, ÷òî äîêàçûâàåò s è âñå òî, ÷òî äîêàçûâàåò
t. Íàêîíåö, � !� èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïðîãðàììà ïðîâåðêè êîððåêòíîñòè,
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êîòîðàÿ ïî äîêàçàòåëüñòâó t âû÷èñëÿåò äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî t äîêàçû-
âàåò F ([17, 19]).

ßçûê ëîãèêè äîêàçàòåëüñòâ LP ýòî ÿçûê êëàññè÷åñêîé ëîãèêè âûñêà-
çûâàíèé, ïîïîëíåííûé íîâûì ïðàâèëîì ïîðîæäåíèÿ ôîðìóë: äëÿ âñÿêîãî
ïîëèíîìà äîêàçàòåëüñòâ p è ôîðìóëû F ìîæíî îáðàçîâàòü íîâóþ ôîðìóëó
p:F , èçîáðàæàþùóþ �p åñòü äîêàçàòåëüñòâî F �. Âîçìîæíî òàêæå è òåîðå-
òèêî-òèïîâîå ïðî÷òåíèå, ïðè êîòîðîì ôîðìóëû ñòàíîâÿòñÿ òèïàìè, à p:F
ïîíèìàåòñÿ êàê óòâåðæäåíèå �òåðì p èìååò òèï F �.

Àêñèîìû è ïðàâèëà âûâîäà LP:
A0. àêñèîìû êëàññè÷åñêîé ëîãèêè âûñêàçûâàíèé
A1. t:(F→G) →(s:F→(t·s):G) (àïïëèêàöèÿ)
A2. t:F→F (ÿâíàÿ ðåôëåêñèÿ)
A3. t:F → !t:(t:F ) (ïðîâåðêà äîêàçàòåëüñòâ)
A4. s:F→(s+t):F , t:F→(s+t):F (îáúåäèíåíèå)
R1. Modus Ponens
R2. ` c:A, ãäå A ∈A0-A4, c åñòü äîêàçóåìîñòíàÿ êîíñòàíòà

Íèæå �`� áóäåò îçíà÷àòü âûâîäèìîñòü â LP, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå.
Ïîä ñïåöèôèêàöèåé êîíñòàíò CS ìû áóäåì ïîíèìàòü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
ôîðìóë âèäà c1:A1, c2:A2, . . . , cn:An, ãäå êàæäàÿ Ai åñòü àêñèîìà âèäà A0-
A4. Ïî óìîë÷àíèþ, ñ êàæäûì âûâîäîì â LP ìû ñâÿçûâàåì ñïåöèôèêàöèþ
êîíñòàíò CS, ïðîèçâåäåííûõ ïî ïðàâèëó R2 â äàííîì âûâîäå. Êàê ïðè
ðàáîòå ñ âûâîäàìè â LP, òàê è ïðè îïðåäåëåíèè èíòåðïðåòàöèè ÿçûêà LP
âñåãäà ïîäðàçóìåâàåòñÿ íåêîòîðàÿ ñïåöèôèêàöèÿ êîíñòàíò, êîòîðàÿ îáû÷íî
ÿñíà èç êîíòåêñòà, è ÿâíîå óïîìèíàíèå î êîòîðîé ÷àñòî îïóñêàåòñÿ.

Ôóíäàìåíòàëüíûì ñâîéñòâîì LP ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü èíòåðíàëèçà-
öèè ñâîèõ ñîáñòâåííûõ âûâîäîâ. Â óçêîé ôîðìå ýòî ñâîéñòâî äàåò ñëåäóþ-
ùåå äîïóñòèìîå ïðàâèëî â LP ([17, 19]):

åñëè ` F , òî ` p:F äëÿ íåêîòîðîãî ïîëèíîìà äîêàçàòåëüñòâ p.

Ýòî ïðàâèëî ÿâëÿåòñÿ ïåðåâîäîì íà ÿçûê ÿâíûõ äîêàçàòåëüñòâ îáû÷íîãî
ïðàâèëà óñèëåíèÿ äëÿ ìîäàëüíûõ ëîãèê

` F

` 2F

Èìååò ìåñòî áîëåå îáùåå ñâîéñòâî èíòåðíàëèçàöèè âûâîäîâ â LP: åñëè

A1, . . . , An ` B,

òî ìîæíî ïîñòðîèòü ïîëèíîì äîêàçàòåëüñòâ t(x1, . . . , xn), çàâèñÿùèé îò
ñâåæèõ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn òàêîé, ÷òî

x1:A1, . . . , xn:An ` t(x1, . . . , xn):B.

Ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî èçîìîðôèçì Êàððè-Õîâàðäà ïîêðûâàåò ëèøü ïðî-
ñòîé ÷àñòíûé ñëó÷àé èíòåðíàëèçàöèè, êîãäà A1, A2, . . . , An, B � ýòî ÷èñòî
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ïðîïîçèöèîíàëüíûå ôîðìóëû, íå ñîäåðæàùèå äîêàçóåìîñòíûõ òåðìîâ. Åùå
îäíî ëåãêîå íàáëþäåíèå: êîìáèíàòîðíàÿ ëîãèêà CL→ ñîîòâåòñòâóåò èíòóè-
öèîíèñòñêîìó èìïëèêàòèâíîìó ôðàãìåíòó A1 + R2 ëîãèêè äîêàçàòåëüñòâ.

Ëîãèêà äîêàçàòåëüñòâ LP îêàçûâàåòñÿ â ñîñòîÿíèè ðåàëèçîâàòü âñå âû-
âîäèìûå â S4 ôîðìóëû ïóòåì âîññòàíîâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëèíîìîâ
äîêàçàòåëüñòâ âî âñåõ âõîæäåíèÿõ ìîäàëüíîñòè. Â êîìïàêòíîé ìàòåìàòè-
÷åñêîé ôîðìå ýòîò ôàêò âûðàæàåòñÿ òåîðåìîé î ðåàëèçóåìîñòè ([17, 19]),
êîòîðàÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî S4 åñòü çàáûâ÷èâàÿ ïðîåêöèÿ LP. Â ÷àñòíîñòè,
àëãîðèòì èç [17, 19] ñòðîèò ðåàëèçàöèþ r, êîòîðàÿ ðàññòàâëÿåò äîêàçóåìîñò-
íûå ïîëèíîìû âî âñåõ ìîäàëüíîñòÿõ ãåíöåíîâñêîãî íîðìàëüíîãî âûâîäà â
S4 ôîðìóëû F è âûäàåò ôîðìóëó F r, âûâîäèìóþ â LP, ïðè÷åì

à) âñå îòðèöàòåëüíûå âõîæäåíèÿ ìîäàëüíîñòåé â F ðåàëèçóþòñÿ ïåðå-
ìåííûìè;

á) âñå ïîëîæèòåëüíûå âõîæäåíèÿ ìîäàëüíîñòåé â F ðåàëèçóþòñÿ ïîëè-
íîìàìè äîêàçàòåëüñòâ, çàâèñÿùèìè òîëüêî îò ïåðåìåííûõ èç (à);

â) âûáîð êîíñòàíò ïî ïðàâèëó R2 â âûâîäå F r â LP îñóùåñòâëÿåòñÿ
èíúåêòèâíî, ò.å. êàæäàÿ êîíñòàíòà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âûâîäà
íå áîëåå ÷åì îäíîé àêñèîìû.

Çàìåòèì, ÷òî ïîëèíîìû äîêàçàòåëüñòâ ïîëèìîðôíû. Îïåðàöèÿ �+� ïðè-
âîäèò ê òîìó, ÷òî äàííûé äîêàçóåìîñòíûé ïîëèíîì ìîæåò èìåòü â LP
íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ òèïîâ. Â ñàìîì äåëå, åñëè s:F è t:G, òî êàê (s + t):F ,
òàê è (s+ t):G îáà èìåþò ìåñòî. Ñ òî÷êè çðåíèÿ äîêàçóåìîñòíîé ñåìàíòèêè
ïîëèìîðôèçì îçíà÷àåò, ÷òî ïîëèíîìû äîêàçàòåëüñòâ ïðåäñòàâëÿþò ìíîãî-
çíà÷íûå äîêàçàòåëüñòâà, ò.å. òàêèå, êàæäîå èç êîòîðûå ìîæåò äîêàçûâàòü
ñðàçó íåñêîëüêî òåîðåì. Íàïðèìåð, ëþáàÿ ñèñòåìà äîêàçóåìîñòè ãèëüáåðòî-
âñêîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ ìíîãîçíà÷íîé, åñëè ïðèíÿòü, ÷òî äàííûé âûâîä, êàê
êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë, äîêàçûâàåò âñå ôîðìóëû, âñòðå÷à-
þùèåñÿ â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, à íå òîëüêî ïîñëåäíþþ èç íèõ. Êàê
îòìå÷åíî â [19], ñèñòåìû ñ ìíîãîçíà÷íûìè è ñ îäíîçíà÷íûìè âûâîäàìè
ëåãêî âçàèìíî ìîäåëèðóþòñÿ. Èç ïðèâåäåííûõ íèæå ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò,
÷òî èñ÷èñëåíèå äîêàçóåìîñòè Ã�åäåëÿ ñîîòâåòñòâóåò èìåííî ìíîãîçíà÷íûì
äîêàçàòåëüñòâàì. Ëîãèêà îäíîçíà÷íûõ äîêàçàòåëüñòâ áûëà íàéäåíà â [58,
59]; îíà èìååò âàæíûå ïðèëîæåíèÿ, õîòÿ è íå ñîîòâåòñòâóåò íèêàêîé íîð-
ìàëüíîé ìîäàëüíîé ëîãèêå.

Çà òî÷íûìè îïðåäåëåíèÿìè àðèôìåòè÷åñêîé ñåìàíòèêè ïîëèíîìîâ äî-
êàçàòåëüñòâ è ôîðìóë ëîãèêè äîêàçàòåëüñòâ ìû ðåêîìåíäóåì ÷èòàòåëþ
îáðàòèòüñÿ ê ðàáîòå [19], êîòîðóþ òàêæå ìîæíî íàéòè íà ñòðàíèöå

http://www.cs.gc.cuny.edu/∼sartemov.
Â äàííîì îáçîðå ìû îãðàíè÷èìñÿ îïèñàíèåì òîãî, êàê óñòðîåíà ýòà ñå-

ìàíòèêà. Â ïðèíöèïå, ïîñëå íàõîæäåíèÿ LP è òåîðåìû î ðåàëèçóåìîñòè S4
â LP, äëÿ çàâåðøåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ã�åäåëÿ î äîêàçóåìîñòíîì èñ÷èñëåíèè
äîñòàòî÷íî áûëî óêàçàòü íà î÷åâèäíóþ èíòåðïðåòàöèþ LP ÷åðåç ã�åäåëåâñ-
êèé ïðåäèêàò äîêàçàòåëüñòâ. Â [17, 19] ñäåëàíî áîëüøå. Òàì ïîêàçàíî, ÷òî
LP íå òîëüêî êîððåêòíà, íî è ïîëíà îòíîñèòåëüíî êëàññà òàê íàçûâàåìûõ
íîðìàëüíûõ ñèñòåì äîêàçàòåëüñòâ. Ýòîò êëàññ âêëþ÷àåò â ñåáÿ åñòåñòâåí-
íûå ñèñòåìû äîêàçàòåëüñòâ, ðàññìàòðèâàåìûå â ëèòåðàòóðå, òàêèå êàê ã�å-
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äåëåâñêèé ïðåäèêàò äîêàçàòåëüñòâ x åñòü ã�åäåëåâ íîìåð âûâîäà â PA, ñî-
äåðæàùåãî ôîðìóëó ñ ã�åäåëåâûì íîìåðîì y è åãî îáîáùåíèÿ. Íîðìàëüíàÿ
ñèñòåìà äîêàçàòåëüñòâ � ýòî äîêàçóåìî ðàçðåøèìûé ìíîãîçíà÷íûé ïðåäè-
êàò äîêàçàòåëüñòâ Proof (x, y) â àðèôìåòèêå PA èëè â íåêîòîðîé íåïðîòèâî-
ðå÷èâîé òåîðèè, ñîäåðæàùåé PA. Êàê ïðåäèêàò äîêàçàòåëüñòâ, Proof (x, y)
íóìåðóåò òåîðåìû PA, ò.å. PA ` ϕ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ íåêîòî-
ðîãî n èìååò ìåñòî Proof (n, dϕe), ãäå dϕe îáîçíà÷àåò ã�åäåëåâ íîìåð ôîðìóëû
ϕ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå âûïîëíåíèå äâóõ åñòåñòâåííûõ ñâîéñòâ ïðåäèêàòà
äîêàçàòåëüñòâ:

1. ôóíêöèÿ, ñòàâÿùàÿ â ñîîòâåòñòâèå äîêàçàòåëüñòâó n ìíîæåñòâî òåî-
ðåì T (n), äîêàçàííûõ ýòèì äîêàçàòåëüñòâîì, âû÷èñëèìà;

2. äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî îáúåäèíÿòü: äëÿ ëþáûõ k è l íàéäåòñÿ n òàêîé,
÷òî T (k) ∪ T (l) ⊆ T (n).

Äëÿ êàæäîé íîðìàëüíîé ñèñòåìû äîêàçàòåëüñòâ ìîæíî îïðåäåëèòü âû-
÷èñëèìûå îïåðàöèè íà äîêàçàòåëüñòâàõ, ñîîòâåòñòâóþùèå àïïëèêàöèè �·�,
îáúåäèíåíèþ �+� è ïðîâåðêå äîêàçàòåëüñòâ �!�. Àðèôìåòè÷åñêàÿ èíòåðïðå-
òàöèÿ ∗ � ýòî âûáîð íîðìàëüíîé ñèñòåìû äîêàçàòåëüñòâ ñ âû÷èñëèìûìè
îïåðàöèÿìè àïïëèêàöèè, îáúåäèíåíèÿ è ïðîâåðêè äîêàçàòåëüñòâ, à òàêæå
èíòåðïðåòàöèÿ äîêàçóåìîñòíûõ ïåðåìåííûõ è êîíñòàíò íàòóðàëüíûìè ÷èñ-
ëàìè (êîäàìè âûâîäîâ), à ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ � àðèôìåòè÷åñ-
êèìè ïðåäëîæåíèÿìè. Ïðè äàííîé èíòåðïðåòàöèè ∗ ïîëèíîì äîêàçàòåëüñòâ
p ñòàíîâèòñÿ êîíêðåòíûì íàòóðàëüíûì ÷èñëîì p∗ (êîäîì äîêàçàòåëüñòâà).
Áóëåâû ñâÿçêè ïîíèìàþòñÿ îäèíàêîâî â LP è â PA, ôîðìóëà p:F èíòåð-
ïðåòèðóåòñÿ êàê àðèôìåòè÷åñêàÿ ôîðìóëà Proof (p∗, dF ∗e). Òàêèì îáðàçîì,
LP-ôîðìóëà F ïðè èíòåðïðåòàöèè ∗ ñòàíîâèòñÿ àðèôìåòè÷åñêèì ïðåä-
ëîæåíèåì F ∗. Èíòåðïðåòàöèÿ ∗ íàçûâàåòñÿ CS-èíòåðïðåòàöèåé, åñëè âñå
ôîðìóëû èç CS èñòèííû ïðè äàííîé ∗. Â [19] óñòàíîâëåíà íåïóñòîòà ìíî-
æåñòâà CS-èíòåðïðåòàöèé äëÿ ëþáîé ñïåöèôèêàöèè êîíñòàíò CS.

Êàê äîêàçàíî â [19] (Ñëåäñòâèå 8.9), äëÿ êàæäîé ñïåöèôèêàöèè êîíñòàíò
CS ëîãèêà äîêàçàòåëüñòâ LP ïîëíà îòíîñèòåëüíî äîêàçóåìîñòíîé èíòåðïðå-
òàöèè, ò.å. F âûâîäèòñÿ â LP ñ äàííîé CS òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F ∗

âåðíà ïðè ëþáîé CS-èíòåðïðåòàöèè ∗. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîãëàøåíèå
îá îïóñêàíèè òðèâèàëüíîãî óïîìèíàíèÿ î ñïåöèôèêàöèè êîíñòàíò, òåîðåìó
î ïîëíîòå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â áîëåå êîìïàêòíîì âèäå êàê F âûâîäèò-
ñÿ â LP òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F ∗ âåðíà ïðè ëþáîé èíòåðïðåòàöèè
∗.

Â [20] çàìå÷åíî, ÷òî â èçâåñòíîì ñìûñëå, íàáîð îïåðàöèé íà äîêàçàòåëü-
ñòâàõ äëÿ ïðîïîçèöèîíàëüíîãî ÿçûêà èñ÷åðïûâàåòñÿ ïîëèíîìàìè äîêàçà-
òåëüñòâ. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êàæäàÿ îïåðàöèÿ íà äîêàçàòåëüñòâàõ, êîòî-
ðàÿ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî âûáîðà íîðìàëüíîé ñèñòåìû äîêàçàòåëüñòâ
è êîòîðóþ ìîæíî ñïåöèôèöèðîâàòü íà ïðîïîçèöèîíàëüíîì ÿçûêå, ðåàëèçó-
åòñÿ íåêîòîðûì ïîëèíîìîì äîêàçàòåëüñòâ.

Â ñâåòå ïðèíÿòûõ âûøå äîïóùåíèé, ëîãèêà äîêàçàòåëüñòâ LP äàåò ðå-
øåíèå çàäà÷è Ã�åäåëÿ î äîêàçóåìîñòíîì èñ÷èñëåíèè. Â ñîâîêóïíîñòè ñ ïðè-
âåäåííûìè âûøå ðåçóëüòàòàìè Ã�åäåëÿ, ÌàêÊèíñè-Òàðñêîãî, LP ìîæåò ðàñ-
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ñìàòðèâàòüñÿ êàê ôîðìàëèçàöèÿ êëàññè÷åñêîé ñåìàíòèêè BHK äëÿ èíòó-
èöèîíèñòñêîé ëîãèêè âûñêàçûâàíèé, ÷òî äàåò ðåøåíèå âîïðîñà, êîòîðûì
çàíèìàëèñü Êîëìîãîðîâ è Ã�åäåëü. Ëîãèêà äîêàçàòåëüñòâ LP ìîæåò òàêæå
ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê åäèíûé ëîãè÷åñêèé àïïàðàò, èìåþùåãî äåëî ñ îáúåê-
òàìè äâóõ òèïîâ - âûñêàçûâàíèÿìè è äîêàçàòåëüñòâàìè (ðåøåíèÿìè çàäà÷),
àïïàðàò, î êîòîðîì ïèñàë Êîëìîãîðîâ â 1985 ãîäó ([7]).

Â ñâåòå ýòîãî ïðîäâèæåíèÿ, êàðòèíà â îñíîâàíèÿõ èíòóèöèîíèñòñêîé
ëîãèêè òåïåðü âûãëÿäèò òàê:

Int ↪→ S4 ↪→ LP ↪→ ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÅ ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÀ,

ãäå âñå âëîæåíèÿ òî÷íûå.
Ïî÷åìó, íåñìîòðÿ íà ïîñòîÿííûé èíòåðåñ ê ýòîé òåìå, çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè èçíà÷àëüíîé ñåìàíòèêè äîêàçóåìîñòè äëÿ èíòóèöè-
îíèñòñêîé è ìîäàëüíîé ëîãèêè íå ïîääàâàëàñü ðåøåíèþ â òå÷åíèè ìíîãèõ
ëåò? Ìîæíî óïîìÿíóòü íåêîòîðûå òðóäíîñòè, êîòîðûå ïðèøëîñü ïðåîäî-
ëåòü íà ïóòè ê ðåøåíèþ.

1. Ïîèñê ïðàâèëüíîãî ôîðìàòà äëÿ äîêàçóåìîñòíîé ìîäàëüíîé ëîãèêè
S4 îêàçàëñÿ íåïðîñòûì è äîëãèì. Ðàáîòà Ã�åäåëÿ 1938 ãîäà, ãäå îí ïðåäëî-
æèë ýòîò ôîðìàò, íå áûëà îïóáëèêîâàíà äî ôàêòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è
è, òåì ñàìûì, íå ìîãëà óñêîðèòü ïðîöåññ ïîèñêà. Ðåøåíèå æå çàäà÷è òîëüêî
â ðàìêàõ ìîäàëüíîãî ÿçûêà îêàçàëîñü íåâîçìîæíûì, ÷òî è áûëî çàìå÷åíî
Ìîíòåãþ â 1963 ãîäó ([67]).

2. Òåõíè÷åñêàÿ ñòîðîíà äåëà òàêæå îêàçàëàñü äàëåêî íåïðîñòîé. Ìíîãèå
ñòåðåîòèïû ðîäñòâåííûõ îáëàñòåé, òàêèõ êàê λ-èñ÷èñëåíèå èëè êîìáèíàòî-
ðíàÿ ëîãèêà, äîëæíû áûëè áûòü ïåðåñìîòðåíû. Ïåðåõîä îò êâàíòîðîâ ïî
äîêàçàòåëüñòâàì ê ïðåäñòàâëÿþùèì èõ ôóíêöèÿì �ïî Ñêîëåìó� ïðèâîäèò
ê ÿâëåíèþ ñàìîññûëî÷íîñòè. Íàäî áûëî ïîíÿòü, êàê ðàáîòàòü ñ âûðàæåíè-
ÿìè òèïà t:F (t), ãäå äîêàçóåìîñòíûé òåðì ìîæåò âõîäèòü â ôîðìóëó, èì æå
è äîêàçûâàåìóþ. Ýòî ïîòðåáîâàëî ñïåöèàëüíîãî îïûòà ðàáîòû ñ ñàìîññû-
ëî÷íîñòüþ, êîòîðûé â äàííîì ñëó÷àå áûë íàêîïëåí â òå÷åíèè 20 ëåò èññëå-
äîâàíèé ïî ìîäàëüíîé ëîãèêå äîêàçóåìîñòè Ã�åäåëÿ-Ë�åáà, ãäå ìîäàëüíîñòü
2F èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê Provable(F) (Ð. Ñîëîâåé, Äæ. Áóëîñ, Ä. äå Éîíã,
Ð. Ìàãàðè, Äæ. Ñàìáèí, Ô. Ìîíòàíüÿ, À. Âèññåð, Ë. Áåêëåìèøåâ, Â. Øàâ-
ðóêîâ, àâòîð, è ìíîãèå äðóãèå [32, 33, 51, 79, 80]).

4 Äâå ìîäåëè äîêàçóåìîñòè
Ðàáîòà Ã�åäåëÿ 1933 ãîäà [45] î ëîãèêå äîêàçóåìîñòè îñòàâèëà îòêðûòûìè
äâà âîïðîñà

(À) Î òî÷íîé äîêàçóåìîñòíîé ñåìàíòèêå äëÿ ìîäàëüíîé ëîãèêè S4, êîòî-
ðàÿ îêàçàëàñü �èñ÷èñëåíèåì äîêàçóåìîñòè áåç äîêàçóåìîñòíîé ñåìàíòèêè�.

(Á) Î ìîäàëüíîé ëîãèêå ã�åäåëåâñêîãî ïðåäèêàòà ôîðìàëüíîé äîêàçóå-
ìîñòè, êîòîðûé îêàçàëñÿ �äîêàçóåìîñòíîé ñåìàíòèêîé áåç èñ÷èñëåíèÿ�.

Âîïðîñ (Á) áûë ðåøåí â 1976 Ð. Ñîëîâååì, êîòîðûé ïîêàçàë, ÷òî ìî-
äàëüíàÿ ëîãèêà GL (èçâåñòíàÿ òàêæå ïîä èìåíàìè G, L, K4.W, PRL)
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àêñèîìàòèçèðóåò âñå ïðîïîçèöèîíàëüíûå ñâîéñòâà ïðåäèêàòà äîêàçóåìîñòè
Provable(F ) ([32, 33, 51, 79, 80]). Ëîãèêà äîêàçóåìîñòè GL ôîðìóëèðóåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1. Àêñèîìû è ïðàâèëà êëàññè÷åñêîé ëîãèêè âûñêàçûâàíèé
2. 2(F→G)→(2F→2G) (íåÿâíàÿ àïïëèêàöèÿ)
3. 2(2F→F )→2F (àêñèîìà Ë�åáà)
4. 2F→22F (íåÿâíàÿ ïðîâåðêà äîêàçàòåëüñòâ)
5. Ïðàâèëî íåÿâíîé èíòåðíàëèçàöèè äîêàçàòåëüñòâ:

` F

` 2F

Â ëîãèêå GL åñòåñòâåííî ôîðìàëèçóþòñÿ âòîðàÿ òåîðåìà Ã�åäåëÿ î íåïîë-
íîòå ¬2(¬2⊥), òåîðåìà Ë�åáà 2(2F→F )→2F , ðÿä äðóãèõ ñîäåðæàòåëüíûõ
ìåòàìàòåìàòè÷åñêèõ ïðèíöèïîâ. Ýòà ëîãèêà ðàçðåøèìà, îáëàäàåò ñîîòâåòñ-
òâóþùåé ñåìàíòèêîé Êðèïêå, ãåíöåíîâñêîé ñèñòåìîé ñ óñòðàíåíèåì ñå÷åíèé
è íàõîäèò ïðèìåíåíèÿ â òåîðèè äîêàçàòåëüñòâ (ñì, íàïðèìåð, [30, 51]).

Ðåøåíèå âîïðîñà (À) áûëî ïîëó÷åíî ÷åðåç S4 è LP (ñì. âûøå).
Âûðàçèòåëüíûå âîçìîæíîñòè ìîäåëåé (À) è (Á) ñóùåñòâåííî ðàçëè÷-

íû. LP ñîäåðæèò òèïîâîå λ-èñ÷èñëåíèå, ìîäàëüíóþ ëîãèêó è ìîäàëüíîå
λ-èñ÷èñëåíèå ([2, 21]). Áîëåå òîãî, ìîäåëü S4/LP äàåò åäèíûé ïîäõîä ê
ðÿäó çàäà÷ èç òàêèõ îáëàñòåé êàê ïðåäñòàâëåíèå çíàíèé, òèïîâûå ôóí-
êöèîíàëüíûå ÿçûêè è òåîðèè, îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíîé äëÿ àíàëèçà ñèñòåì
ôîðìàëèçàöèè è ïðîâåðêè äîêàçàòåëüñòâ (ñì. ãëàâó 5 íèæå). Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ìîäåëü (À) íå ñïîñîáíà âûðàçèòü òåîðåìó Ã�åäåëÿ î íåïîëíîòå.

Ìîäåëè äîêàçóåìîñòè (À) è (Á) äîïîëíÿþò äðóã äðóãà, âìåñòå ïîêðûâàÿ
áîëüøèíñòâî ïðèëîæåíèé, ìíîæåñòâà êîòîðûõ äëÿ ìîäåëåé (À) è (Á) ïðàê-
òè÷åñêè íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Ïîëèíîìû äîêàçàòåëüñòâ è LP ïðåäëîæèëè ïåðâóþ òî÷íóþ ýêçèñòåí-
öèàëüíóþ ñåìàíòèêó ìîäàëüíîé ëîãèêè. Ïåðâîíà÷àëüíîå ã�åäåëåâñêîå ïðî-
÷òåíèå ìîäàëüíîñòè 2F áûëî äîêàçóåìîñòíûì, à èìåííî,

ñóùåñòâóåò äîêàçàòåëüñòâî (ñâèäåòåëüñòâî, îáîñíîâàíèå) äëÿ F.

Òàêèì îáðàçîì, ìîäàëüíîñòü ïî Ã�åäåëþ ñîäåðæàëà íåôîðìàëüíûé êâàíòîð
ñóùåñòâîâàíèÿ, ïðîáåãàþùèé ïî äîêàçàòåëüñòâàì. Ïîäîáíîå ïðî÷òåíèå ìî-
äàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì äëÿ �íàèâíîé� ñåìàíòèêè øèðîêîãî êðóãà
ýïèñòåìè÷åñêèõ ëîãèê è ëîãèê äîêàçóåìîñòè. Îäíàêî, äî ïîÿâëåíèÿ ëîãèêè
äîêàçàòåëüñòâ LP îñíîâíûå ìîäàëüíûå ëîãèêè îñòàâàëèñü áåç ìàòåìàòè÷åñ-
êîé ñåìàíòèêè ýêçèñòåíöèàëüíîãî õàðàêòåðà. Èñêëþ÷åíèåì, ïîäòâåðæäàþ-
ùèì ïðàâèëî, ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü àðèôìåòè÷åñêîé äîêàçóåìîñòè äëÿ ñèñòåìû
GL èç [32, 33, 51, 79, 80], êîòîðàÿ, îäíàêî, íå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà îñíîâíûå
ìîäàëüíûå ëîãèêè S4 è S5.

Ñïóñòÿ ïî÷òè 30 ëåò ïîñëå ïåðâîíà÷àëüíûõ ðàáîò Ã�åäåëÿ áûëà îòêðûòà
èíàÿ ïî ñâîåé ïðèðîäå ñåìàíòèêà Êðèïêå äëÿ ìîäàëüíîé ëîãèêè. Â ýòîé
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ñåìàíòèêå ìîäàëüíîñòü íîñèò õàðàêòåð êâàíòîðà âñåîáùíîñòè: 2F ÷èòàåòñÿ
êàê

äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ ñèòóàöèé èìååò ìåñòî F.

Ìû áóäåì íàçûâàòü ïîäîáíûå ñåìàíòèêè ñåìàíòèêàìè âñåîáùíîñòè. Òàêîå
ïðî÷òåíèå ìîäàëüíîñòè åñòåñòâåííî ïîÿâëÿåòñÿ â äèíàìè÷åñêèõ è âðåìåí-
íûõ ëîãèêàõ, îïèñûâàþùèõ âû÷èñëèòåëüíûå ïðîöåññû, ìíîæåñòâà ñîñòîÿ-
íèé êîòîðûõ, â íîðìå, îáðàçóþò ñòðóêòóðó Êðèïêå, âîçìîæíî âåòâÿùóþñÿ.

Ïðè âñåé ñâîåé åñòåñòâåííîñòè è ïðîñòîòå â îáðàùåíèè, ñåìàíòèêà âñåîá-
ùíîñòè íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì âûáîðîì ñðåäñòâà ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ
çàäà÷, â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò ìîäàëüíûå ÿçûêè. Ê ïðèìåðó, ñåìàíòèêà âñåîá-
ùíîñòè íå ïðèâåëà ê ðåøåíèþ çàäà÷è Ã�åäåëÿ î äîêàçóåìîñòíîì èñ÷èñëåíèè,
êîòîðàÿ íîñèò ÿðêî âûðàæåííûé ýêçèñòåíöèàëüíûé õàðàêòåð.

Ïåðñïåêòèâíîé îáëàñòüþ ïðèëîæåíèé ëîãèêè äîêàçàòåëüñòâ ÿâëÿåòñÿ
îáëàñòü ëîãèê çíàíèé, ãäå ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ ñèñòåì ñ ÿâíûìè òåðìàìè
äëÿ îáîñíîâàíèé èñòèííîñòè äèñêóòèðóåòñÿ óæå äàâíî ([31]). LP ïîäñêàçû-
âàåò ïîäõîä ê ïðîáëåìå ëîãè÷åñêîãî âñåçíàíèÿ (Logical Omniscience Problem,
[70, 71, 72]). Ëîãè÷åñêîå âñåçíàíèå îçíà÷àåò íåðåàëèñòè÷åñêîå äîïóùåíèå
î òîì, ÷òî èíòåëëåêòóàëüíûé àãåíò çíàåò âñå ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ ñâîèõ
äàííûõ. Âîò ïðèìåð, çàèìñòâàííûé èç äîêëàäà Äæ. Õàëïåðíà (Êîðíåëëü-
ñêèé Óíèâåðñèòåò).

�Äîïóñòèì íåêòî çíàåò ïðîèçâåäåíèå äâóõ (î÷åíü áîëüøèõ) ïðî-
ñòûõ ÷èñåë. Â êàêîì ñìûñëå îí/îíà çíàåò êàæäîå èç ýòèõ ÷èñåë,
åñëè ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè ìîæåò ïîòðåáîâàòü ìèëèàðäû
ëåò âû÷èñëåíèé?�

Êàê ñïðàâåäëèâî îòìå÷àåò Ì. Ôèòòèíã [42], òðàäèöèîííàÿ ìîäàëüíàÿ ëîãè-
êà åñòü ñêîðåå ëîãèêà ïîòåíöèàëüíîãî çíàíèÿ; àäåêâàòíûì ýïèñòåìè÷åñêèì
ïðî÷òåíèåì ôîðìóëû 2F ÿâëÿåòñÿ �F ìîæíî óçíàòü â ïðèíöèïå�, à íå �F
èçâåñòíî�.

Ïðîáëåìà ëîãè÷åñêîãî âñåçíàíèÿ ñîñòîèò â ñîçäàíèè ìåõàíèçìà ðàçëè÷à-
þùåãî â ëîãèêå çíàíèé �ëåãêî äîáûâàåìûå� è �òðóäíî äîáûâàåìûå� ôàêòû.
ßçûê ëîãèêè äîêàçàòåëüñòâ LP ñ åãî ôîðìóëàìè, íåñóùèìè äîêàçàòåëü-
ñòâà, ãîâîðèò î ÿâíî ïîëó÷åííîì çíàíèè. Ðàçìåð ïîëèíîìà äîêàçàòåëüñòâ
(âîçìîæíî, â áîëåå áîãàòîì áàçèñå, îòðàæàþùåì ñïåöèôèêó çàäà÷è) íåñåò
èíôîðìàöèþ îá îáúåìå ðàáîòû, ïðîäåëàííîé ïðè ïîëó÷åíèè äàííîãî çíà-
íèÿ.

Åùå îäíèì ïåðñïåêòèâíûì íàïðàâëåíèåì ïðèëîæåíèÿ ëîãèêè äîêàçà-
òåëüñòâ ÿâëÿåòñÿ îáëàñòü òèïîâûõ òåîðèé è ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Îáû÷íîå òèïîâîå λ-èñ÷èñëåíèå (è ýêâèâàëåíòíàÿ åé òèïîâàÿ êîìáèíàòîðíàÿ
ëîãèêà) ÿâèëîñü òåîðåòè÷åñêèì ïðîòîòèïîì öåëîãî êëàññà ÿçûêîâ ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [37]). Ëîãèêà äîêàçàòåëüñòâ è ïîñòðîåííûå íà åå
îñíîâå ðåôëåêñèâíîå λ-èñ÷èñëåíèå è ðåôëåêñèâíàÿ êîìáèíàòîðíàÿ ëîãèêà
(ñì. 5.8 è 5.9) èìåþò ãîðàçäî áîëüøèå âûðàçèòåëüíûå âîçìîæíîñòè, â ÷àñò-
íîñòè, áîëåå áîãàòóþ ñèñòåìó òèïîâ, ñïîñîáîâ èõ îáðàçîâàíèÿ è èñïîëüçîâà-
íèÿ. Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî ýòè íîâûå âîçìîæíîñòè íàéäóò ïðèìåíåíèå
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â ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïîäîáíî òîìó, êàê íàøëè ïðèìåíåíèå ïðåæíèå
îñíîâíûå òåîðåòè÷åñêèå ðàçðàáîòêè â îáëàñòè λ-èñ÷èñëåíèé.

Âî ìíîãèõ îòíîøåíèÿõ ëîãèêà äîêàçàòåëüñòâ îòëè÷àåòñÿ îò òèïîâîé
êîìáèíàòîðíîé ëîãèêè CL→ è òèïîâîãî λ-èñ÷èñëåíèÿ.

1. ßçûê ëîãèêè äîêàçàòåëüñòâ äîïóñêàåò ñâîáîäíîå ïåðåìåøèâàíèå ôîð-
ìóë ðàçíîé ãëóáèíû èíòåðíàëèçàöèè: t:F→F (ãëóáèíà n + 1 è n), t:F → !t:
(t:F ) (ãëóáèíà n + 1 è n + 2), è ò.ä. Çàìåòèì, ÷òî îáû÷íàÿ êîìáèíàòîðíàÿ
ëîãèêà è λ-èñ÷èñëåíèå îïåðèðóþò òîëüêî ñ âûðàæåíèÿìè ãëóáèíû 1.

2. Ïîëèíîìû äîêàçàòåëüñòâ èìåþò ñàìîññûëî÷íûé õàðàêòåð. Ê ïðèìåðó,
ôîðìóëà x:(x:F ) ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíî ïîñòðîåííîé è ïîääåðæèâàåòñÿ ñóùå-
ñòâóþùåé ñåìàíòèêîé àðèôìåòè÷åñêîé äîêàçóåìîñòè äëÿ ëîãèêè äîêàçà-
òåëüñòâ.

5 Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå
Ýòà ñåêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé â äàííîì îáçîðå. Â íåé ðàññêàçûâàåòñÿ î
ðàáîòàõ, ñäåëàííûõ â ýòîé îáëàñòè ïîñëå 1995 ãîäà.

5.1. Ìîäåëè ëîãèêè äîêàçàòåëüñòâ. Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî âûøå,
ëîãèêà äîêàçàòåëüñòâ îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîëíîòû îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåí-
íîé äîêàçóåìîñòíîé ñåìàíòèêè. Îäíàêî, äëÿ óñïåøíîãî èçó÷åíèÿ LP è ïðè-
ëîæåíèé âàæíî èìåòü òàêæå è íàáîð óäîáíûõ èñêóññòâåííûõ ìîäåëåé LP.

Ïåðâûå èñêóññòâåííûå ìîäåëè äëÿ LP áûëè ïîñòðîåíû À.Ìêðòû÷åâûì
â [66]. Ôèêñèðóåì ìíîæåñòâî ñïåöèôèêàöèé äîêàçóåìîñòíûõ êîíñòàíò CS =
{c1:A1, c2:A2, . . .}, ãäå êàæäàÿ èç ci ýòî äîêàçóåìîñòíàÿ êîíñòàíòà, à êàæäàÿ
èç Ai ýòî àêñèîìà LP. Mîäåëü Ìêðòû÷åâà (M -ìîäåëü, â [66] ýòè ñòðóêòóðû
íàçâàíû ïðå-ìîäåëÿìè) äëÿ LP, ñîîòâåòñòâóþùàÿ äàííîé ñïåöèôèêàöèè
êîíñòàíò CS, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðó îòîáðàæåíèé (∗, °). Çäåñü ∗ � åñòü
ñâèäåòåëüñêàÿ ôóíêöèÿ, ñòàâÿùàÿ â ñîîòâåòñòâèå ïîëèíîìó äîêàçàòåëüñòâ
t ìíîæåñòâî ôîðìóë ∗(t), ïðî êîòîðûå ãîâîðÿò, ÷òî t ÿâëÿåòñÿ èõ �ïðè-
åìëåìûì ñâèäåòåëåì�. Â ñâîþ î÷åðåäü, ° åñòü èñòèííîñòíàÿ ôóíêöèÿ íà
ôîðìóëàõ. Ñâèäåòåëüñêàÿ ôóíêöèÿ ñîãëàñîâàíà ñ äàííîé ñïåöèôèêàöèåé
êîíñòàíò CS, ò.å. c :A ∈ CS âëå÷åò A ∈ ∗(c). Êðîìå òîãî, ∗ ñîãëàñîâàíà ñ
îïåðàöèÿìè LP, ò.å.

åñëè (F→G) ∈ ∗(s) è F ∈ ∗(t), òî G ∈ ∗(s · t),

åñëè F ∈ ∗(t), òî t:F ∈ ∗(! t),

∗(s) ∪ ∗(t) ⊆ ∗(s + t).

Âûíóæäåíèå ° çàäàåòñÿ (ïðîèçâîëüíûì) ðàñïðåäåëåíèåì èñòèííîñòè ïðî-
ïîçèöèîíàëüíûõ áóêâ è ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñå LP-ôîðìóëû èíäóêòèâíî
ïî áóëåâûì çàêîíàì äëÿ ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê è íà ìîäàëèçîâàííûõ ôîðìóëàõ
ñîãëàñíî óñëîâèþ

° t:F ⇔ F ∈ ∗(t) and ° F.
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Êàê âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ, èñòèííîñòü t :F îçíà÷àåò ÷òî t åñòü äîïóñòè-
ìûé ñâèäåòåëü äëÿ F è F èñòèííà. Â ïðèíöèïå, ïî äàííîé M -ìîäåëè ïóòåì
ñïåöèàëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ ñâèäåòåëüñêîé ôóíêöèè ∗ ìîæíî ïîñòðîèòü ýê-
âèâàëåíòíóþ åé ìîäåëü ãäå èñòèííîñòü ôîðìóë âèäà t:F îïðåäåëÿåòñÿ óæå
òîëüêî ñâèäåòåëüñêîé ôóíêöèåé:

° t:F ⇔ F ∈ ∗(t).

Â [66] óñòàíîâëåíà êîððåêòíîñòü è ïîëíîòà LP îòíîñèòåëüíî M -ìîäåëåé,
ïîñëåäíÿÿ ñ ïîìîùüþ êëàññè÷åñêîé êîíñòðóêöèè ìàêñèìàëüíîãî íåïðîòè-
âîðå÷èâîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë.

M -ìîäåëè îêàçàëèñü óäîáíûì àïïàðàòîì èññëåäîâàíèÿ ëîãèêè äîêàçà-
òåëüñòâ. Òàê, ñ èõ ïîìîùüþ â [66] áûëà âïåðâûå óñòàíîâëåíà ðàçðåøèìîñòü
LP.

Ð. Êóçíåö â [61] ïîëó÷èë âåðõíþþ îöåíêó Σp
2 ñëîæíîñòè ïðîáëåìû âû-

ïîëíèìîñòè LP-ôîðìóë â M -ìîäåëÿõ, ÷òî îêàçàëîñü íèæå èçâåñòíîé âåðõ-
íåé îöåíêè PSPACE ñëîæíîñòè ïðîáëåìû âûïîëíèìîñòè â S4. Âîçìîæíûì
îáúÿñíåíèåì ýòîãî âûèãðûøà â ñëîæíîñòè LP ïî ñðàâíåíèþ ñ ðîäñòâåííîé
åé S4 ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðîâåðêà âûïîëíèìîñòè â LP ýòî, â îñíîâíîì,
ïðîâåðêà òèïèçàöèè, ò.å. ïðàâèëüíîñòè ïðèïèñûâàíèÿ òèïîâ (ôîðìóë) òåð-
ìàì (äîêàçàòåëüñòâàì), êîòîðàÿ â êëàññè÷åñêèõ ñëó÷àÿõ èìååò îòíîñèòåëü-
íî íåâûñîêóþ ñëîæíîñòü.

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå M -ìîäåëè ïîëó÷èëè â ðàáîòå Í. Êðóïñêîãî [57],
ãäå ïîñòðîåíà ìèíèìàëüíàÿ ìîäåëü LP, êîòîðàÿ â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò
âûâîäèìîñòè â LP �ìîäàëèçèðîâàííûõ� ôîðìóë (ò.å. ôîðìóë âèäà t:F ):

° t:F ⇔ LP ` t:F.

Íà ýòîé îñíîâå â [57] äàíà óëó÷øåííàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà (NP) ðàçðåøèìîñòè
�ìîäàëèçèðîâàííîãî� ôðàãìåíòà ëîãèêè äîêàçàòåëüñòâ. Â [57] ìèíèìàëüíàÿ
ìîäåëü òàêæå ïðèìåíåíà äëÿ ðåøåíèÿ èçâåñòíîãî âîïðîñà î äèçúþíêòèâíîì
ñâîéñòâå â ëîãèêå äîêàçàòåëüñòâ:

LP ` s:F ∨ t:G ⇔ LP ` s:F èëè LP ` t:G.

Ì. Ôèòòèíã â [41, 42] äàë îïèñàíèå êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ LP êàê
ìîäåëè Êðèïêå. Êàíîíè÷åñêàÿ ìîäåëü � ýòî êëàññ âñåõ ìàêñèìàëüíûõ íå-
ïðîòèâîðå÷èâûõ ìíîæåñòâ ñî ñòðóêòóðîé Êðèïêå íà íåì. Îòíîøåíèå äîñ-
òèæèìîñòè R îïðåäåëÿåòñÿ êàê:

ΓR∆ ⇔ {F | t:F ∈ Γ, äëÿ íåêîòîðîãî t} ⊆ ∆.

Ñâèäåòåëüñêàÿ ôóíêöèÿ ∗(Γ, t) è âûíóæäåíèå ° íà àòîìàðíûõ ôîðìóëàõ
îïðåäåëÿþòñÿ êàíîíè÷åñêè ÷åðåç ïðèíàäëåæíîñòü ê Γ:

∗(Γ, t) = {F | t:F ∈ Γ},
Γ ° P òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P ∈ Γ.

16



Oòíîøåíèå âûíóæäåíèÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáîáùàåòñÿ äî ñëåäóþùåãî:

Γ ° t:F ⇔ F ∈ ∗(Γ, t) è “∆ ° F äëÿ êàæäîãî ∆ òàêîãî, ÷òî ΓR∆”.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî êàæäûé óçåë êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè Ôèòòèíãà ÿâëÿ-
åòñÿ M -ìîäåëüþ.

Â [42] óñòàíîâëåíî, ÷òî ââåäåííàÿ òàêèì îáðàçîì ñòðóêòóðà Êðèïêå
ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé ìîäåëüþ LP äëÿ äàííîé ñïåöèôèêàöèè êîíñòàíò:

LP ` F ⇔ F âûïîëíåíà â êàæäîì Γ.

Ôèòòèíã â [42] óñòàíîâèë ôóíäàìåíòàëüíîå ñâîéñòâî ïîëíîé îáúÿñíèìî-
ñòè êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè LP: åñëè F âåðíà âî âñåõ ìèðàõ äîñòèæèìûõ èç
Γ, òî t:F âåðíà â Γ äëÿ íåêîòîðîãî ïîëèíîìà t.

Íåîæèäàííîå è îñòðîóìíîå ïðèìåíåíèå êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè íàéäåíî
â [41], ãäå ïðåäëîæåíî àëüòåðíàòèâíîå �ñåìàíòè÷åñêîå� äîêàçàòåëüñòâî òå-
îðåìû î ðåàëèçóåìîñòè S4 â LP, à òàêæå ïðîÿñíåíà ðîëü îïåðàöèè �+� â
ýòîé ðåàëèçóåìîñòè.

Â [42] òàêæå äàíî è îáùåå îïðåäåëåíèå ìîäåëè òèïà Êðèïêå äëÿ LP.
Ìîäåëü Ôèòòèíãà (íàçûâàåìàÿ çäåñü F -ìîäåëüþ), ýòî ÷åòâåðêà (W,R, ∗,°),
ãäå

(W,R) åñòü ðåôëåêñèâíàÿ è òðàíçèòèâíàÿ øêàëà Êðèïêå;
∗(u, t) åñòü ñâèäåòåëüñêàÿ ôóíêöèÿ, óêàçûâàþùàÿ â êàæäîì ìèðå u ∈ W

äëÿ äîêàçóåìîñòíîãî ïîëèíîìà t ìíîæåñòâî ôîðìóë, äëÿ êîòîðûõ t ìîã áû
áûòü ïðèåìëåìûì ñâèäåòåëåì;

° åñòü îòíîøåíèå âûíóæäåíèÿ LP-ôîðìóë â ìèðàõ èç W .
Ñâîéñòâà ñâèäåòåëüñêîé ôóíêöèè è âûíóæäåíèÿ åñòåñòâåííî ñ÷èòûâàþòñÿ
ñ êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ LP, âêëþ÷àÿ êëþ÷åâîé ïóíêò îïðåäåëåíèÿ âû-
íóæäåíèÿ ìîäàëèçîâàííîé ôîðìóëû:

u ° t:F ⇔ F ∈ ∗(u, t) è “v ° F äëÿ êàæäîãî v ∈ W òàêîãî, ÷òî uRv”,

è ñâîéñòâî ïîëíîé îáúÿñíèìîñòè. Ñâîéñòâà êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè íåìåäëåí-
íî âëåêóò ïîëíîòó LP îòíîñèòåëüíî êëàññà âñåõ F -ìîäåëåé.

Êàê çàìåòèë Â. Êðóïñêèé, íåñëîæíîå ïðèìåíåíèå êîíñòðóêöèè Õåíêèíà
ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ïîëíîòó LP òàêæå è îòíîñèòåëüíî M -ìîäåëåé ñî
ñâîéñòâîì ïîëíîé îïðåäåëèìîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ñâîéñòâî ïîëíîòû äëÿ F -
ìîäåëåé äîñòèãàåòñÿ óæå íà îäíîýëåìåíòíûõ F -ìîäåëÿõ (ò.å. M -ìîäåëÿõ ñî
ñâîéñòâîì ïîëíîé îïðåäåëèìîñòè). Ñîâìåñòíàÿ îòâåòñòâåííîñòü âûíóæäå-
íèÿ è ñâèäåòåëüñêîé ôóíêöèè çà ïðèíÿòèå ðåøåíèÿ îá èñòèííîñòè ôîðìóë
â F -ìîäåëÿõ îñòàâëÿåò âîçìîæíîñòü èãíîðèðîâàòü âûíóæäåíèå è ñâîäèò
F -ìîäåëè ê M -ìîäåëÿì â âîïðîñå ïîëíîòû LP. Íåñìîòðÿ íà ýòî, ìîäåëè
Ôèòòèíãà äàþò áîëåå øèðîêóþ è ãèáêóþ ñåìàíòèêó äëÿ ëîãèêè äîêàçà-
òåëüñòâ. Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî ìîäåëè Ôèòòèíãà òàêæå íàéäóò ïðèìå-
íåíèå â ýïèñòåìè÷åñêèõ ëîãèêàõ ñîäåðæàùèõ êàê äîêàçóåìîñòíûå ïîëèíî-
ìû, òàê è îáû÷íóþ ìîäàëüíîñòü, ò.ê. â òàêèõ ëîãèêàõ îòíîøåíèå âûíóæäå-
íèÿ íå âûðîæäàåòñÿ.
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Ñèñòåìà òàáëè÷íîãî âûâîäà äëÿ ëîãèêè äîêàçàòåëüñòâ áûëà ïîñòðîåíà
Á. Ðåííå â [73], ñ óñòàíîâëåíèåì òåîðåìû î ïîëíîòå îòíîñèòåëüíî M -ìîäåëåé
è äîêàçàòåëüñòâîì óñòðàíèìîñòè ñå÷åíèÿ â LP. Çàìåòèì, ÷òî óñòðàíåíèå
ñå÷åíèÿ â LP ñ ïóñòîé ñïåöèôèêàöèåé êîíñòàíò áûëî äîêàçàíî â [19].

5.2. Èíòåðïîëÿöèÿ â ëîãèêå äîêàçàòåëüñòâ. Âîïðîñ îá èíòåðïîëÿ-
öèè â ëîãèêàõ äîêàçàòåëüñòâ ðàññìîòðåí Òàòüÿíîé Ñèäîí (ßâîðñêîé) â [12].
Îáû÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà èíòåðïîëÿöèîííîãî ñâîéñòâà Êðåéãà äëÿ äàííîãî
ëîãèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî èñ÷èñëåíèÿ I ãëàñèò, ÷òî êîëü ñêîðî I ` A→B, òî
ìîæíî íàéòè ôîðìóëó C (èíòåðïîëÿíò A è B) â ïåðåñå÷åíèè ÿçûêîâôîðìóë
A è B òàêóþ, ÷òî I ` A→ C è I ` C →B. Â ñëó÷àå LP ìîæíî ãîâîðèòü
î äâóõ òèïàõ èíòåðïîëÿöèè: ñëàáîé, êîãäà ëèøü ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðå-
ìåííûå C îáÿçàíû áûòü îáùèìè äëÿ A è B, è ñèëüíîé, êîãäà êàê ïðîïî-
çèöèîíàëüíûå òàê è äîêàçóåìîñòíûå ïåðåìåííûå C îáÿçàíû áûòü îáùèìè
äëÿ A è B. Êàê áûëî ïîêàçàíî â [12], ôðàãìåíò LP áåç ôóíêöèîíàëüíûõ
ñèìâîëîâ (èçâåñòíûé òàêæå êàê P, BLP) îáëàäàåò ñèëüíûì èíòåðïîëÿöè-
îííûì ñâîéñòâîì. Â ëîãèêå LP âûâîäû ñ ïóñòîé ñïåöèôèêàöèåé êîíñòàíò
CS îáëàäàþò ñëàáûì (íî íå ñèëüíûì) èíòåðïîëÿöèîííûì ñâîéñòâîì. Åñëè
CS íåïóñòî, òî äàæå ñëàáîå èíòåðïîëÿöèîííîå ñâîéñòâî ìîæåò íàðóøàòüñÿ.

5.3. Îáúåäèíåííàÿ ëîãèêà äîêàçàòåëüñòâ è äîêàçóåìîñòè LPP.
Äâå ëîãè÷åñêèå ñèñòåìû, îïèñûâàþùèå äîêàçóåìîñòü: ýêïëèöèòíàÿ S4/ LP
è èìïëèöèòíàÿ GL ìàòåìàòè÷åñêè îñíîâàíû íà îäíîì è òîì æå êëàññå
ã�åäåëåâñêèõ ïðåäèêàòîâ äîêàçàòåëüñòâ Proof(x,y). Åñòåñòâåííî, ÷òî ýòè ìî-
äåëè îêàçàëèñü ñîâìåñòíûìè è íà ëîãè÷åñêîì óðîâíå. Ñîâìåñòíàÿ ëîãèêà
äîêàçàòåëüñòâ è äîêàçóåìîñòè LPP áûëà óñïåøíî àêñèîìàòèçèðîâàíà Òà-
òüÿíîé ßâîðñêîé-Ñèäîí â [77, 78].

ßçûê ëîãèêè äîêàçàòåëüñòâ è äîêàçóåìîñòè LPP (òàêæå èçâåñòíîé ïîä
èìåíåìGL+LP) ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ÿçûêà LP ïîñðåäñòâîì äîáàâëåíèÿ
ìîäàëüíîñòè 2 è äâóõ íîâûõ îäíîìåñòíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ ⇓2 è
⇑2. Àêñèîìû ëîãèêè LPP åñòåñòâåííî ðàçáèâàþòñÿ íà äâå ãðóïïû. Ïåðâàÿ
ãðóïïà Îáùèå ïðèíöèïû îïèñûâàåò âçàèìîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïðåäèêàòàìè
äîêàçóåìîñòè è äîêàçàòåëüñòâ. Âòîðàÿ ãðóïïà Îïðåäåëåíèå îïåðàöèé ñîäåð-
æèò àêñèîìû, ñïåöèôèöèðóþùèå îïåðàöèè íà äîêàçàòåëüñòâàõ.

Ñèñòåìà LPP∅.
Àêñèîìû: I. Îáùèå ïðèíöèïû II. Îïðåäåëåíèå îïåðàöèé

1. àêñèîìû GL 5. àêñèîìû LP
2.t:A→A 6. t:2A→(⇓2 t):A
3. t:A→2(t:A) 7. t:A→(⇑2 t):2A
4. ¬(t:A)→2¬(t:A)

Ïðàâèëà: modus ponens è äâà ìîäàëüíûõ ïðàâèëà

A
2A

2A
A
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Ñèñòåìà LPP åñòü çàìûêàíèå LPP∅ ïî ïðàâèëó ââåäåíèÿ êîíñòàíò:
c:A, ãäå c åñòü äîêàçóåìîñòíàÿ êîíñòàíòà, A ýòî ëþáàÿ èç àêñèîì 1.�7.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ LPP áûëè ïîëó÷åíû â [77, 78]: ðàçðå-
øèìîñòü, êîððåêòíîñòü è ïîëíîòà îòíîñèòåëüíî ñåìàíòèêè àðèôìåòè÷åñêîé
äîêàçóåìîñòè, ïðè êîòîðîé t : F èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïðåäèêàò äîêàçà-
òåëüñòâ Proof (t, F ), à 2F êàê ïðåäèêàò äîêàçóåìîñòè ∃xProof (x, F ).

5.4. Ëîãèêà îäíîçíà÷íûõ äîêàçàòåëüñòâ FLP. Êàê áûëî îòìå÷åíî
â ñåêöèè 4, â ðåøåíèè ïðîáëåìû Ã�åäåëÿ áûë èñïîëüçîâàí êëàññ ìíîãîçíà÷-
íûõ äîêàçàòåëüñòâ. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìíîãîçíà÷íîñòü äîêàçàòåëüñòâ ÿâ-
ëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì àòòðèáóòîì ìîäàëüíîãî îïèñàíèÿ äîêàçóåìîñòè. Äëÿ
îäíîçíà÷íûõ äîêàçàòåëüñòâ, êàæäîå èç êîòîðûõ, ïî îïðåäåëåíèþ, äîêàçû-
âàåò òîëüêî îäíó ôîðìóëó, åñòü òîæäåñòâà, íåñîâìåñòèìûå ñ íîðìàëüíîé
ìîäàëüíîé ëîãèêîé. Íàïðèìåð, ïðèíöèï t :F → ¬t : (F ∧ F ) âåðåí äëÿ îä-
íîçíà÷íûõ äîêàçàòåëüñòâ. Îäíàêî, åãî �çàáûâ÷èâàÿ ïðîåêöèÿ� ïðèâîäèò ê
ôîðìóëå 2F→¬2(F ∧ F ), î÷åâèäíî íåâåðíîé â ìîäàëüíîé ëîãèêå.

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ëîãèêè îäíîçíà÷íûõ äîêàçàòåëüñòâ ïðåäñòàâëÿëà
áîëüøîé èíòåðåñ ïî ìíîãèì ïðè÷èíàì: îäíîçíà÷íûå äîêàçàòåëüñòâà áîëåå
ïðèâû÷íû ëîãèêàì, òàêèå àíàëîãè äîêàçàòåëüñòâ êàê òèïîâûå λ-òåðìû è
êîìáèíàòîðíûå òåðìû, ññûëêè â áàçàõ äàííûõ, ñîîòâåòñòâóþò îäíîçíà÷íûì
äîêàçàòåëüñòâàì. Ïåðâûå øàãè ïîñòðîåíèÿ ëîãèêè îäíîçíà÷íûõ äîêàçà-
òåëüñòâ áûëè ñäåëàíû â [16, 26]. Ïîëíîå ðåøåíèå áûëî íàéäåíî Â. Êðóïñêèì
â åãî ñèñòåìå FLP ([58, 59]), è ðàçâèòî èì æå â ñèñòåìå FLPref ([60]).

Â ëîãèêå îäíîçíà÷íûõ äîêàçàòåëüñòâ ôîðìóëà t:F ïî-ïðåæíåìó ïîíè-
ìàåòñÿ êàê �t åñòü äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû F �, íî êëàññ äîïóñòèìûõ èí-
òåðïðåòàöèé îãðàíè÷èâàåòñÿ îäíîçíà÷íûìè ñèñòåìàìè äîêàçàòåëüñòâ. Ìà-
òåìàòè÷åñêè çàäà÷à ñîñòîÿëà â ïîñòðîåíèè ïîëíîé àêñèîìàòèêè äëÿ âñåõ
âîçíèêàþùèõ ïðè ýòîì òàâòîëîãèé â ÿçûêå LP (áåç îïåðàöèè �+�, êîòîðàÿ
íåñîâìåñòèìà ñ îäíîçíà÷íûìè ñèñòåìàìè äîêàçàòåëüñòâ), óñòàíîâëåíèè ðàç-
ðåøèìîñòè, íàõîæäåíèè ìîäåëåé.

Ïåðâîé çàäà÷åé íà ïóòè ê ïîñòðîåíèþ èñêîìîé ïîëíîé ñèñòåìû ñòàëî
íàõîæäåíèå ïðîïîçèöèîíàëüíîãî àíàëîãà ñâîéñòâà îäíîçíà÷íîñòè äîêàçà-
òåëüñòâ: åñëè p:F ∧ p:G, òî F è G ñîâïàäàþò ñèíòàêñè÷åñêè. Îêàçàëîñü, ÷òî
èñêîìîå ñâîéñòâî ìîæíî àäåêâàòíî âûðàçèòü ñ ïîìîøüþ ò.í. óñëîâíîé yíè-
ôèêàöèè. Ýòî áûëî óñòàíîâëåíî â [26] äëÿ LP-ÿçûêà áåç ôóíêöèîíàëüíûõ
ñèìâîëîâ, à çàòåì ðàñïðîñòðàíåíî â [58, 59, 60] íà áîëåå áîãàòûå ÿçûêè.

Êàæäàÿ ôîðìóëà C âèäà t1:F1 ∧ . . .∧ tn:Fn ïîðîæäàåò ìíîæåñòâî êâàçè-
óðàâíåíèé âèäà S:={ ti = tj ⇒ Fi = Fj | 1 ≤ i, j ≤ n }. Óíèôèêàòîð σ
ñèñòåìû S ýòî ïîäñòàíîâêà σ òàêàÿ, ÷òî tiσ 6≡ tjσ èëè Fiσ ≡ Fjσ èìååò
ìåñòî ïðè êàæäîì i, j. Çäåñü è íèæå �X ≡ Y � îçíà÷àåò ñèíòàêñè÷åñêîå
ñîâïàäåíèå X è Y .
Îïðåäåëåíèå óñëîâíîé óíèôèêàöèè. A = B (modS) îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ
êàæäîãî óíèôèêàòîðà σ ñèñòåìû S èìååò ìåñòî Aσ ≡ Bσ.
Ðàçðåøèìîñòü óñëîâíîé óíèôèêàöèè. A = B (modS) ðàçðåøèìî êàê
îòíîøåíèå ìåæäó A, B, S.
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Àêñèîìà óíèôèêàöèè: Äëÿ êàæäîãî óñëîâèÿ C âèäà t1 :F1 ∧ . . . ∧ tn :Fn

åñëè A = B (modSC), òî t1:F1 ∧ . . . ∧ tn:Fn → (A ↔ B).
Ëîãèêà FLP îäíîçíà÷íûõ äîêàçàòåëüñòâ áûëà ââåäåíà â [58]. ßçûê FLP

ýòî ÿçûê LP áåç îïåðàöèè �+� è äîêàçóåìîñòíûõ êîíñòàíò. Àêñèîìû è
ïðàâèëà FLP

A0. Àêñèîìû è ïðàâèëà êëàññè÷åñêîé ëîãèêè âûñêàçûâàíèé
A1. t:(F→G)→(s:F→(t·s):G)
A2. t:F→F
A3. t:F→!t:t:F
A4. Àêñèîìà óíèôèêàöèè.

Òåîðåìà ([58, 59]): Ëîãèêà FLP ðàçðåøèìà, êîððåêòíà è ïîëíà ïî îòíî-
øåíèþ ê àðèôìåòè÷åñêîé äîêàçóåìîñòíîé èíòåðïðåòàöèè, îñíîâàííîé íà
îäíîçíà÷íûõ ïðåäèêàòàõ äîêàçàòåëüñòâ.

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ëîãèêà îäíîçíà÷íûõ äîêàçàòåëüñòâ ïîëó÷èëà â
[60], ãäå ïîñòðîåíà ëîãèêà äîêàçàòåëüñòâ ñî ññûëêàìè FLPref . Ñèñòåìà
FLPref ðàñøèðÿåò FLP ïåðåìåííûìè âòîðîãî ïîðÿäêà, îáîçíà÷àþùèìè
êîíñòðóêöèþ âîññòàíîâëåíèÿ îáúåêòà ïî ññûëêå íà íåãî, íàïðèìåð, âû-
÷èñëåíèå ôîðìóëû, äîêàçàííîé äàííûì âûâîäîì. FLPref ìîæåò ðàññìà-
òðèâàòüñÿ êàê åñòåñòâåííàÿ ôîðìàëüíàÿ ñèñòåìà äëÿ äîïóñòèìûõ ïðàâèë
âûâîäà â àðèôìåòèêå.

Â ñâÿçè ñ ïðèëîæåíèÿìè òàêæå ñëåäóåò îòìåòèòü ñîâìåñòíóþ ðàáîòó
Â. Êðóïñêîãî è àâòîðà [23], ãäå íà îñíîâå ëîãèêè äîêàçàòåëüñòâ áûëà ïîñò-
ðîåíà ëîãè÷åñêàÿ ñèñòåìà îïèñàíèÿ è ñèíòåçà ññûëî÷íûõ áàç äàííûõ.

5.5. Ïîëèíîìû äîêàçóåìîñòè äëÿ äðóãèõ ìîäàëüíûõ ëîãèê. Çà-
äà÷å íàõîæäåíèÿ ðåàëèçóþùåé ñèñòåìû äîêàçóåìîñòíûõ òåðìîâ äëÿ ìî-
äàëüíîé ëîãèêè S5=S4+(¬2F →2¬2F ) ïîñâÿùåíà ðàáîòà Êàçàêîâà, Øà-
ïèðî è àâòîðà [22]. Ñèñòåìà S5 âàæíà â ñâÿçè ñ ïðèëîæåíèÿìè â ëîãèêàõ
çíàíèé. Îòëè÷èåì ýòîãî ñëó÷àÿ îò S4 ÿâëÿåòñÿ ïðèñóòñòâèå â S5 îòðè-
öàòåëüíîé èíôîðìàöèè î äîêàçàòåëüñòâàõ. Â [22] ðàññìîòðåíà âîçìîæíàÿ
ñèñòåìà äîêàçóåìîñòíûõ òåðìîâ äëÿ S5, óñòàíîâëåíà ðåàëèçóåìîñòü ëîãèêè
S5 äàííûìè äîêàçóåìîñòíûìè òåðìàìè, ðàçðåøèìîñòü è ïîëíîòà âîçíèêàþ-
ùåé ïðè ýòîì ëîãèêè äîêàçàòåëüñòâ. Íàëè÷èå è äðóãèõ åñòåñòâåííûõ ñèñòåì
äîêàçóåìîñòíûõ òåðìîâ äëÿ S5 ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïðîáëåìà ïðåäñòàâëåíèÿ
îòðèöàòåëüíûõ çíàíèé ïîñðåäñòâîì îïåðàöèé íàä ñâèäåòåëüñòâàìè äàëåêî
íå èñ÷åðïàíà.

Ïîëèíîìû äîêàçàòåëüñòâ, ñîîòâåòñòâóþùèå èçâåñòíûì ìîäàëüíûì ëî-
ãèêàì K, K4, D, D4,T áûëè îïèñàíû Â. Áðåæíåâûì â [34, 35]. Ðàáîòà [35]
èíòåðåñíà åùå è òåì, ÷òî â íåé ïîñòðîåíû ïîëèíîìû äîêàçàòåëüñòâ äëÿ
ãåíöåíîâñêèõ ñèñòåì âûâîäà.

5.6. Ëîãèêè äîêàçàòåëüñòâ ñ êâàíòîðàìè. Àðèôìåòè÷åñêàÿ äîêà-
çóåìîñòíàÿ ñåìàíòèêà ëîãèêè äîêàçàòåëüñòâ åñòåñòâåííî ðàñøèðÿåòñÿ íà
ÿçûê ïåðâîãî ïîðÿäêà, à òàêæå íà ÿçûê LP ñ êâàíòîðàìè ïî äîêàçàòåëü-
ñòâàì. Îáå ýòè âîçìîæíîñòè óñèëåíèÿ âûðàçèòåëüíîé ñèëû LP áûëè èññëå-
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äîâàíû. Ìåòîäàìè, âîñõîäÿùèìè ê ðàáîòàì [1, 3], â [24] áûëî óñòàíîâëåíî,
÷òî ìíîæåñòâî òàâòîëîãèé â ÿçûêå ëîãèêè äîêàçàòåëüñòâ ïåðâîãî ïîðÿäêà
íå ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûì. Ýòîò îòðèöàòåëüíûé ðåçóëüòàò ïî-
êàçûâàåò íåâîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ïîëíîé ñèñòåìû àêñèîì äëÿ ëîãèêè
äîêàçàòåëüñòâ ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ëîãèêà ñ êâàíòîðàìè ïî äîêàçàòåëüñòâàì èçó÷àëàñü
â [87]. Â ýòîé ðàáîòå Ð. ßâîðñêèé óñòàíîâèë, ÷òî cîâîêóïíîñòü ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ôîðìóë èñòèííûõ ïðè åñòåñòâåííîé äîêàçóåìîñòíîé èíòåðïðåòàöèè
íå ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìîé, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ
ëîãèêà ñ êâàíòîðàìè ïî äîêàçàòåëüñòâàì íå àêñèîìàòèçèðóåìà.

5.7. Ëîãèêà ñòàíäàðòíîãî ïðåäèêàòà äîêàçóåìîñòè. Ëîãèêà äî-
êàçàòåëüñòâ àêñèîìàòèçèðóåò âñå ñâîéñòâà âûñêàçûâàíèé è äîêàçàòåëüñòâ
âûðàçèìûõ â ïðîïîçèöèîíàëüíîì ÿçûêå è èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî âû-
áîðà ñèñòåìû äîêàçàòåëüñòâ. Äëÿ êîíêðåòíûõ ñèñòåì äîêàçàòåëüñòâ ìîãóò
ñóùåñòâîâàòü è äðóãèå èñòèííûå â íèõ ïðîïîçèöèîíàëüíûå òîæäåñòâà. Íà-
ïðèìåð, ñòàíäàðòíûé ïðåäèêàò äîêàçóåìîñòè �èç ó÷åáíèêà� îñíîâàí íà ã�åäå-
ëåâñêîé íóìåðàöèè ñèíòàêñèñà, êîòîðàÿ îáëàäàåò ñâîéñòâîì ìîíîòîííîñòè
íîìåðîâ. Â ÷àñòíîñòè, íîìåð äàííîãî äîêàçàòåëüñòâà (êîíå÷íîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ôîðìóë) ñòðîãî áîëüøå íîìåðîâ âõîäÿùèõ â ýòî äîêàçàòåëüñòâî
ôîðìóë, â ÷àñòíîñòè, êàæäîé äîêàçàííîé äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ òå-
îðåìû. Íà îñíîâàíèè ýòîãî íàáëþäåíèÿ ìîæíî óêàçàòü ñåðèþ òîæäåñòâ
(ââåäåííóþ â [27] è íàçâàííîå òàì àêñèîìîé ìîíîòîííîñòè), èñòèííûõ äëÿ
ñòàíäàðòíîãî ïðåäèêàòà äîêàçóåìîñòè, íî íå äîêàçóåìûõ â LP:

¬(t1:A2(t2) ∧ t2:A3(t3) . . . ∧ tn:A1(t1)),

ãäå ti ÿâíî âõîäèò â Ai(ti). Êàê ïîêàçàíî â [27], áàçîâàÿ ëîãèêà äîêàçà-
òåëüñòâ ñ àêñèîìîé ìîíîòîííîñòè (ñèñòåìàM) ïîëíà îòíîñèòåëüíî ñòàíäàð-
òíîãî ïðåäèêàòà äîêàçóåìîñòè. Â [16] ýòîò ðåçóëüòàò î ïîëíîòå ïåðåíåñåí íà
ñèñòåìó â áîëåå áîãàòîì ÿçûêå ñîäåðæàùóþ êàê M, òàê è ëîãèêó äîêàçóå-
ìîñòèGL. Èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû î ïîëíîòå ïî îòíîøåíèþ ê ñòàíäàðòíîìó
ïðåäèêàòó äîêàçóåìîñòè ïîëó÷åíû â [86] äëÿ íåêîòîðîãî ôðàãìåíòà ëîãèêè
äîêàçàòåëüñòâ ïåðâîãî ïîðÿäêà.

5.8. Ðåôëåêñèÿ â λ-èñ÷èñëåíèÿõ Ëîãèêà äîêàçàòåëüñòâ åñòåñòâåííî
îáúåäèíèëà äâå îáëàñòè: ýïèñòåìè÷åñêóþ, ïðåäñòàâëåííóþ ìîäàëüíîé ëî-
ãèêîé, è âû÷èñëèòåëüíóþ, ïðåäñòàâëåííóþ òèïîâûìè λ-èñ÷èñëåíèÿìè è
êîìáèíàòîðíîé ëîãèêîé. LP ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ è êàê ðåàëèçîâàííàÿ
ìîäàëüíàÿ ëîãèêà S4 è êàê òèïîâàÿ êîìáèíàòîðíàÿ ëîãèêà ñ äîïîëíèòåëü-
íûìè âûðàçèòåëüíûìè âîçìîæíîñòÿìè ([21]). Ïðè ýòîì íàïðàøèâàåòñÿ àíà-
ëîãèÿ ñ èçîìîðôèçìîì Êàððè-Õîâàðäà, âûðàæàþùèì òîæäåñòâåííîñòü èí-
òóèöèîíèñòñêèõ äîêàçàòåëüñòâ è òèïîâûõ λ-òåðìîâ, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê
âû÷èñëèòåëüíûå ïðîãðàììû. Ýòîé àíàëîãèè ìîæåò áûòü ïðåäàíà òî÷íàÿ
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìà, êàê ýòî ñäåëàíî, íàïðèìåð, â ðàáîòå [14], ãäå ââå-
äåíî ðåôëåêñèâíîå λ-èñ÷èñëåíèå λ∞.

Ïî ïðè÷èíàì êîìïàêòíîñòè èçëîæåíèÿ è áëèçîñòè åãî ê îáúåêòó èçó-
÷åíèÿ � ìîäàëüíîé ëîãèêå S4, êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà ëîãèêè äîêà-
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çàòåëüñòâ LP áûëà âûáðàíà ñêîðåå â ñòèëå òèïîâîé êîìáèíàòîðíîé ëîãèêè
CL→, íåæåëè â áîëåå ðàñïðîñòðàíåííîì ôîðìàòå λ-èñ÷èñëåíèÿ. Ðàçóìååòñÿ,
â LP ìîæíî ýìóëèðîâàòü îïåðàòîð λ-àáñòðàêöèè ([19]), íàïðèìåð, â ñòèëå
Êàððè, êàê ýòî îáû÷íî äåëàåòñÿ â êîìáèíàòîðíîé ëîãèêå CL→ (ñì., íàïðè-
ìåð, [83], ñ.17). Îäíàêî, çàäà÷à ïåðåâîäà LP è åå ôðàãìåíòîâ â ôîðìàò
λ-òåðìîâ î÷åíü âàæíà. Ìîòèâèðîâêîé òàêîãî ñîðòà èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ
ïîñòðîåíèå íîâîãî ïîêîëåíèÿ λ-èñ÷èñëåíèé, ãîðàçäî áîëåå âûðàçèòåëüíûõ,
÷åì èõ ïðåäøåñòâåííèêè. Ââèäó òîãî, ÷òî λ-èñ÷èñëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðîòî-
òèïîì îïðåäåëåííîãî êëàññà ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïðîãðåññ â ýòîì
íàïðàâëåíèè ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûé äîïîëíèòåëüíûé èíòåðåñ.

Ëîãèêà äîêàçàòåëüñòâ LP îáëàäàåò ðÿäîì ÷åðò, íå òèïè÷íûõ äëÿ λ-èñ-
÷èñëåíèé: ïîëèìîðôèçì, ñàìîññûëî÷íûå âîçìîæíîñòè, êëàññè÷åñêàÿ ëîãè-
êà â îñíîâàíèÿõ, ñïîñîáíîñòü èíòåðíàëèçèðîâàòü ñâîè ñîáñòâåííûå âûâî-
äû, è ò.ï.. Äëÿ ñîõðàíåíèÿ íàäåæäû íà òàêîå ôóíäàìåíòàëüíîãî ñâîéñòâà
êàê íîðìàëèçóåìîñòü òåðìîâ, ñëåäóåò îòêàçàòüñÿ îò èõ ïîëèìîðôèçìà è
ñîãëàñèòüñÿ ñ òåì, ÷òî êàæäûé òåðì èìååò åäèíñòâåííûé òèï. Ýòî äåëàåò
íåâîçìîæíîé ñàìîññûëî÷íîñòü â ÿçûêå λ-òåðìîâ: â òåðìå x : A(x) òèïû
âíåøíåãî è âíóòðåííèõ âõîæäåíèé ïåðåìåííîé x ñèíòàêñè÷åñêè ðàçëè÷íû.
Íàïîìíèì, ÷òî â LP ôîðìóëû âèäà x :x :F ÿâëÿþòñÿ âïîëíå çàêîííûìè
îáðàçîâàíèÿìè è ïîääåðæèâàþòñÿ ñòàíäàðòíîé äîêàçóåìîñòíîé ñåìàíòè-
êîé. Êàê áûëî ïîêàçàíî â [14], ñâîéñòâî èíòåðíàëèçàöèè ìîæåò áûòü ïåðå-
íåñåíî â ôîðìàò λ-èñ÷èñëåíèÿ.

Ìû ñòðîèì λ-èñ÷èñëåíèå íà îñíîâå èìïëèêàòèâíîé èíòóèöèîíèñòñêîé
(ìèíèìàëüíîé) ëîãèêè â êà÷åñòâå èñ÷èñëåíèÿ òèïîâ. Ñèñòåìà λ∞ èç [14]
ñîäåðæèò â êà÷åñòâå àòîìîâ îáû÷íûå ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå (àòî-
ìàðíûå òèïû), ðàâíî êàê è óòâåðæäåíèÿ ñîðòà t :F , ãäå t òåðì è F òèï.
Ñîîòâåòñòâèå �òåðì:òèï� æåñòêî ôèêñèðîâàííî �ïî ×�åð÷ó�. Ñèñòåìà λ∞

ïîñòðîåíà íà ñëåäóþùèõ ïðèíöèïàõ:
1. λ∞ ñîäåðæèò ñèñòåìó íàòóðàëüíîãî âûâîäà äëÿ èìïëèêàòèâíîé èí-

òóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè.
2. Â λ∞ ïîñòóëèðîâàí ïðèíöèï x:A ` A.
3. Â λ∞ èìååò ìåñòî ïðàâèëî èíòåðíàëèçàöèè: åñëè A1, . . . , An ` B,

òî äëÿ ëþáûõ ñâåæèõ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn ñîîòâåòñòâóþùèõ òèïîâ
ìîæíî ïîñòðîèòü λ-term t(x1, . . . , xn) òàêîé, ÷òî

x1:A1, . . . , xn:An ` t(x1, . . . , xn):B.

Çà ïîëíûì îïðåäåëåíèåì ñèñòåìû λ∞ ìû îòñûëàåì ÷èòàòåëÿ ê ðàáîòå [14].
Âûáðàííàÿ â [14] ôîðìóëèðîâêà λ∞ ïîñòóëèðóåò íåñêîëüêî ñ÷åòíûõ

ñåðèé òåðìîîáðàçóþùèõ îïåðàöèé. Äîïóñòèìîñòü ïðàâèëà èíòåðíàëèçàöèè
â λ∞ äîêàçûâàåòñÿ â êà÷åñòâå ìåòàòåîðåìû. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåðåñíûì
ïîñòðîèòü ôîðìóëèðîâêó λ∞, ãäå ïðàâèëî èíòåðíàëèçàöèè ïîñòóëèðóåòñÿ,
íàðÿäó ñ 1 è 2 âûøå, ïîñëå ÷åãî âñå êîíêðåòíûå îïåðàöèè ñòàíîâÿòñÿ åãî
÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè.

Íàçîâåì óðîâíåì λ∞-ôîðìóëû F ìàêñèìàëüíóþ ãëóáèíó îïåðàöèè òè-
ïîâîãî ïðèïèñûâàíèÿ â F . Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî èçîìîðôèçì Êàððè-
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Õîâàðäà ñîîòâåòñòâóåò â λ∞ èíòåðíàëèçàöèè íà óðîâíå 0, ÷òî äàåò íåêîòî-
ðîå ïðåäñòàâëåíèå î íîâûõ âûðàçèòåëüíûõ âîçìîæíîñòÿõ ñèñòåìû λ∞.

Âûáîð ñèñòåìû ðåäóêöèé, ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü íîðìàëüíûõ
ôîðì â λ∞ îêàçûâàþòñÿ ñâÿçàííûìè ñ âîïðîñîì î ãëóáèíå ñîõðàíåíèÿ
òèïîâ ïðè ðåäóêöèÿõ, êîòîðûé íå âîçíèêàåò â îáû÷íîì λ-èñ÷èñëåíèè. Ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ òåîðèÿ íàõîäèòñÿ â ñòàäèè ðàçðàáîòêè.

5.9. Ðåôëåêñèâíàÿ êîìáèíàòîðíàÿ ëîãèêà. Ñèñòåìû êîìáèíàòîð-
íîé ëîãèêè îáû÷íî èìåþò áîëåå êîìïàêòíóþ ôîðìóëèðîâêó, ÷åì ñîîòâåòñ-
òâóþùèå λ-èñ÷èñëåíèÿ. Ðåôëåêñèâíîå λ-èñ÷èñëåíèå íå ñòàëî èñêëþ÷åíèåì.

Íèæå ñôîðìóëèðîâàíà ðåôëåêñèâíàÿ êîìáèíàòîðíàÿ ëîãèêà RCL→, ïî-
ñòðîåííàÿ íà îñíîâå ãèëüáåðòîâñêîãî èñ÷èñëåíèÿ äëÿ èìïëèêàòèâíîé èíòó-
èöèîíèñòñêîé ëîãèêè ñ æåñòêîé òèïèçàöèåé òåðìîâ. Òåðìû â RCL→ ñòðî-
ÿòñÿ èç ïåðåìåííûõ è êîíñòàíò ñòðîãî îïðåäåëåííûõ òèïîâ.

ßçûê RCL→, ïðàâèëüíî ïîñòðîåííûå ôîðìóëû è âûâîäèìûå ôîðìóëû
îïðåäåëÿþòñÿ ñîâìåñòíîé èíäóêöèåé.
1. ßçûê RCL→ ñîäåðæèò ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå p0, p1, . . . è ïðî-
ïîçèöèîíàëüíóþ ñâÿçêó �→�. Êàæäàÿ ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ åñòü
(àòîìàðíàÿ) ôîðìóëà.
2. Åñëè S è T ôîðìóëû, òî S→T � òàêæå ôîðìóëà.
3. Äëÿ êàæäîé ôîðìóëû F ôèêñèðóåòñÿ ñâîé íàáîð äîêàçóåìîñòíûõ ïåðå-
ìåííûõ x0, x1, . . .. Åñëè x ýòî ïåðåìåííàÿ òèïà F , òî x :F åñòü ôîðìóëà.
Çäåñü è íèæå óòâåðæäåíèÿ �t : F åñòü ôîðìóëà� è �t åñòü òåðì òèïà F �
èñïîëüçóþòñÿ êàê ñèíîíèìû.
4. Êàæäàÿ àêñèîìà A1-A6 ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé.

A1. Äëÿ êàæäûõ ôîðìóë A è t:A åñòü àêñèîìà

t:A→A.

A2. Äëÿ êàæäîé ôîðìóëû A → (B → A) ôèêñèðóåòñÿ êîíñòàíòà k è
àêñèîìà

k:(A→(B→A)).

A3. Äëÿ êàæäîé ôîðìóëû (A → (B → C)) → ((A → B) → (A → C))
ôèêñèðóåòñÿ êîíñòàíòà s è àêñèîìà

s:[(A→(B→C))→((A→B)→(A→C))].

A4. Äëÿ êàæäîé ôîðìóëû t:A→A ôèêñèðóåòñÿ êîíñòàíòà d è àêñèîìà

d:(t:A→A).

A5. Åñëè A,B, u : (A → B), v :A ôîðìóëû, òî (u · v) :B òàêæå ôîðìóëà,
ïðè÷åì äëÿ ôîðìóëû u:(A→B)→ (v:A→ (u · v):B) ôèêñèðóåòñÿ êîíñòàíòà
o è àêñèîìà

o:[u:(A→B)→(v:A→(u · v):B)].
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A6. Åñëè A è t : A ôîðìóëû, òî !t : t : A òàêæå ôîðìóëà, ïðè÷åì äëÿ
ôîðìóëû t:A→ !t:t:A ôèêñèðóåòñÿ êîíñòàíòà c è àêñèîìà

c:(t:A→ !t:t:A).

5. Êàæäàÿ äîêàçóåìàÿ èç ãèïîòåç ôîðìóëà åñòü ïðàâèëüíî ïîñòðîåííàÿ
ôîðìóëà. Ãèïîòåçû � ýòî ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìóëüòèìíîæåñòâî Γ ôîð-
ìóë. Âûâîä èç ãèïîòåç Γ åñòü êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë, êàæäàÿ
èç êîòîðûõ åñòü ëèáî ãèïîòåçà èç Γ, ëèáî àêñèîìà, ëèáî ñëåäóåò èç ïðåäøå-
ñòâóþùèõ â äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî ïðàâèëó modus ponens:

A→B, A

B

Âûðàæåíèå Γ ` F îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò âûâîä èç Γ, ñîäåðæàùèé F .
Î÷åâèäíîé ñåìàíòèêîé RCL→ ÿâëÿåòñÿ äîêàçóåìîñòíàÿ, óíàñëåäîâàí-

íàÿ îò LP. Êîìáèíàòîðíûå òåðìû ïîíèìàþòñÿ êàê äîêàçàòåëüñòâà, íàïðè-
ìåð, â PA èëè â èíòóèöèîíèñòñêîé àðèôìåòèêå HA. Ôîðìóëû t:F èíòåð-
ïðåòèðóþòñÿ êàê àðèôìåòè÷åñêèå óòâåðæäåíèÿ î äîêàçóåìîñòè Proof (t, F ),
êîìáèíàòîðû k,s,d,o,c îáîçíà÷àþò òåðìû, ñîîòâåòñòâóþùèå äîêàçàòåëüñò-
âàì àðèôìåòè÷åñêèõ ïåðåâîäîâ àêñèîì èç A2-A6.

Òåðìèíîëîãèÿ ôîðìóë â RCL→ ìîæåò áûòü ïåðåâåäåíà íà îáû÷íûé òè-
ïîâîé ÿçûê. Ïðè ýòîì ïðàâèëüíî ïîñòðîåííûå ôîðìóëû ñòàíîâÿòñÿ òèïà-
ìè, îáúåêòû t â ôîðìóëàõ t:F � êîìáèíàòîðíûìè òåðìàìè òèïà F , êîí-
ñòàíòû � êîíñòàíòíûìè êîìáèíàòîðàìè äàííîãî òèïà, ãèïîòåçû � êîí-
òåêñòîì, âûâîäèìûå èç Γ ôîðìóëû � íåïóñòûìè òèïàìè â êîíòåêñòå
Γ, è ò.ä.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî RCL→ ñîäåðæèò èìïëèêàòèâíóþ èíòóèöèîíèñòñ-
êóþ ëîãèêó, îáû÷íóþ êîìáèíàòîðíóþ ëîãèêó CL→. Âîò ïðèìåð òîãî, êàê
RCL→ ýìóëèðóåò êîìáèíàòîðíîå ïðàâèëî àïïëèêàöèè

u:(A→B), v:A
(u·v):B

.

1. u:(A→B) ãèïîòåçà
2. v:A ãèïîòåçà
3. o:[u:(A→B)→(v:A→(u · v):B)] À5
4. o:[u:(A→B)→(v:A→(u · v):B)]→ [u:(A→B)→(v:A→(u · v):B)] À4
5. u:(A→B)→(v:A→(u · v):B) èç 3,4
6. v:A→(u · v):B èç 1,5
7. (u · v):B èç 2,6
Âîò åùå îäèí ïðèìåð âûâîäà â RCL→ óæå áåç ãèïîòåç. Ïóñòü f:A åñòü îäíà
èç àêñèîì À2-À6.
1. f:A àêñèîìà
2. c:(f:A→ !f:f:A) À6
3. c:(f:A→ !f:f:A)→(f:A→ !f:f:A) À4
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4. f:A→ !f:f:A èç 2,3
5. !f:f:A èç 1,4
Òåîðåìà RCL→ îáëàäàåò ñâîéñòâîì èíòåðíàëèçàöèè: åñëè A1, . . . , An ` B,
òî äëÿ ëþáûõ ñâåæèõ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn ñîîòâåòñòâóþùèõ òèïîâ
ìîæíî ïîñòðîèòü λ-term t(x1, . . . , xn) òàêîé, ÷òî

x1:A1, . . . , xn:An ` t(x1, . . . , xn):B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî âûâîäó A1, . . . , An ` B. Ïóñòü äàíû ãèïî-
òåçû Γ′ = {x1 :A1, . . . , xn :An}. Åñëè B åñòü Ai, òî ïîëîæèì t := xi. Åñëè
B åñòü àêñèîìà À1, òî ïîëîæèì t ðàâíîé êîíñòàíòå d òèïà t : A → A è
âîñïîëüçóåìñÿ À4. Åñëè B åñòü àêñèîìà À2-À6, âèäà f :A òî ïîëîæèì t
ðàâíûì !f è âîñïîëüçóåìñÿ âûøåïðèâåäåííûì ïðèìåðîì. Ïîñêîëüêó !f:f:A
âûâîäèìà áåç ãèïîòåç, îíà æå âûâîäèìà è èç Γ′. Íàêîíåö, ïóñòü B ïîëó÷åíà
ïî ïðàâèëó modus ponens èç A → B è A. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè,
Γ′ ` p(~x):(A→B) è Γ′ ` q(~x):A. Ïîëîæèì t ðàâíûì p(~x)·q(~x) è âîñïîëüçóåìñÿ
ïåðâûì èç ïðèâåäåííûõ âûøå ïðèìåðîâ íà âûâîäèìîñòü â RCL→ ÷òîáû
ïîêàçàòü, ÷òî Γ′ ` t:B.

Îäíîé èç öåëåéRCL→ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå áîëåå áîãàòîé ñèñòåìû òèïîâ
è òåðìîâ äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì
ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñëåäóþùàÿ åñòåñòâåííàÿ (íî ïîêà íåôîðìàëüíàÿ) âû-
÷èñëèòåëüíàÿ ñåìàíòèêà êîìáèíàòîðîâ èç RCL→. Îòïðàâíîé òî÷êîé ýòîé
ñåìàíòèêè ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííàÿ ñåìàíòèêà òè-
ïîâ, ñîãëàñíî êîòîðîé òèï ýòî ìíîæåñòâî, à òèï-èìïëèêàöèÿ U → V ýòî
ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç U â V . Ñðåäè ýëåìåíòîâ äàííîãî òèïà ìîãóò âñòðå-
÷àòüñÿ êîíñòðóêòèâíûå îáúåêòû, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò èìåíà, ò.å. âû÷èñ-
ëèòåëüíûå ïðîãðàììû. Òåðìû â RCL→ ÿâëÿþòñÿ èìåíàìè êîíñòðóêòèâíûõ
îáúåêòîâ, êîíêðåòíûõ (íàïðèìåð, êîìáèíàòîðû k,s,d,o,c) èëè ïðîèçâîëü-
íûõ (íàïðèìåð, ïåðåìåííûå). Òèï t :F èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ìíîæåñòâî,
ñîñòîÿùåå èç îáúåêòà, ñîîòâåòñòâóþùåãî òåðìó t. Áàçèñíûå êîìáèíàòîðû
RCL→ ïîëó÷àþò ñëåäóþùåå ïðî÷òåíèå:

k:[A→(B→A)] ôóíêöèè-êîíñòàíòû
s:[(A→(B→C))→((A→B)→(A→C))] ñóïåðïîçèöèÿ
d:[t:F→F ] äåíîòàò
o:[u:(F→G) →(v:F→(u·v):G)] èíòåðïðåòàòîð
c:[t:F → !t:(t:F )] êîäèðîâàíèå

Êîìáèíàòîðû k è s çàèìñòâîâàíû èç êîìáèíàòîðíîé ëîãèêè CL→ è
ñîõðàíÿþò ñâîþ îáû÷íóþ ôóíêöèîíàëüíóþ ñåìàíòèêó. Òàê, íàïðèìåð, k
ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíòó x ∈ A ôóíêöèþ-êîíñòàíòó λy.x, ãäå y ïðî-
áåãàåò B.

Êîìáèíàòîð äåíîòàò d:[t:F→F ] ðåàëèçóåò ôóíäàìåíòàëüíóþ ôóíêöèþ
äåíîòàò, êîòîðàÿ ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå èìåíè (ïðîãðàììå) îáúåêò, èìåþùèé
äàííîå èìÿ. Êàíîíè÷åñêèì ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
èíäåêñîì âû÷èñëèìîé ôóíêöèè è ñàìîé ôóíêöèåé.
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Êîìáèíàòîð èíòåðïðåòàòîð o:[u:(F →G)→(v:F → (u ·v):G)] ðåàëèçóåò
ïðîãðàììó-èíòåðïðåòàòîð, êîòîðàÿ îòîáðàæàåò äàííóþ ïðîãðàììó u è äàí-
íûé âõîä v â ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ u ê v.

Êîìáèíàòîð êîäèðîâàíèå c:[t:F→!t:(t:F )] îòîáðàæàåò ïðîãðàììó t â åå
êîä !t (àëèàñ, ñïåöèàëüíûé êîä â áàçå äàííûõ, etc.).

5.10. Íîâûé âçãëÿä íà îñíîâàíèÿ âåðèôèêàöèè. Â ïðèâåäåííîì
íèæå ïðèìåðå ïðèíöèï äîêàçóåìîñòè ÿâíîé ðåôëåêñèè t : F → F èç LP
ïðèìåíÿåòñÿ ê òåîðèè âåðèôèêàöèè. Èç ýòîãî ïðèìåðà âèäíî, êàê îñíîâíàÿ
èäåÿ ëîãèêè äîêàçàòåëüñòâ � çàìåíà êâàíòîðîâ ïî äîêàçàòåëüñòâàì ïðåä-
ñòàâëÿþùèìè èõ ÿâíûìè ôóíêöèÿìè, ìîæåò ïðèâåñòè ê áîëåå àäåêâàòíîé
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè.

Ìåòàòåîðèÿ ôîðìàëüíûõ (â òîì ÷èñëå êîìïüþòåðíûõ) ñèñòåì ïðîâåðêè
äîêàçàòåëüñòâ, íàçûâàåìûõ çäåñü ñèñòåìàìè âåðèôèêàöèè, áûëà ðàçðàáî-
òàíà â ðàáîòå Äýâèñà è Øâàðöà [40]. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñõåìà
ïîñòðîåíèÿ ôîðìàëüíîé ñèñòåìû äëÿ âåðèôèêàöèè V . Ôèêñèðóåòñÿ ÿäðî
ñèñòåìû V0, äîñòàòî÷íî ïðîñòîå äëÿ òîãî, ÷òîáû åãî íåïðîòèâîðå÷èâîñòü
ñ÷èòàëàñü î÷åâèäíîé è ïîñòóëèðîâàëàñü; ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî V0 èìååò äî-
ñòàòî÷íî âûðàçèòåëüíûõ ñðåäñòâ äëÿ ôîðìàëèçèöèè äîêàçàòåëüñòâ è ïðî-
âåðêè èõ êîððåêòíîñòè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ ïîïîëíåíèÿ ñèñòåìû âå-
ðèôèöèðîâàííûìè ïðàâèëàìè âûâîäà, â ÷àñòíîñòè, äîêàçóåìûìè ôàêòàìè.
Â îòëè÷èå îò òèïè÷íîãî äëÿ îñíîâàíèé ìàòåìàòèêè ïîïîëíåíèÿ òåîðèè
íîâûìè àêñèîìàìè äëÿ óñèëåíèÿ òåîðèè, çäåñü çàäà÷à ïîïîëíåíèÿ V ñîñ-
òîèò â óâåëè÷åíèè ýôôåêòèâíîñòè äåäóêòèâíîãî àïïàðàòà V áåç óñèëåíèÿ,
ïî âîçìîæíîñòè, ìåòàìàòåìàòè÷åñêîé ñèëû òåîðèè V .

Ïðàâèëî âûâîäà Γ/F ñ÷èòàåòñÿ âåðèôèöèðîâàííûì â V , åñëè

V ` 2Γ→2F,

ãäå 2Γ, 2F åñòü ôîðìàëüíûå óòâåðæäåíèÿ î äîêàçóåìîñòè â V âñåõ ôîðìóë
èç Γ è ôîðìóëû F ñîîòâåòñòâåííî. Äîáàâëåíèþ ïðàâèëà Γ/F ñîîòâåòñòâóåò
ïåðåõîä îò V ê V ′ = V +Γ/F . Ðàñøèðåíèå ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ ñòàáèëüíûì,
åñëè V ′ êîíñåðâàòèâíà íàä V . Îñíîâíîé ìåòàìàòåìàòè÷åñêèé âîïðîñ îá ýòîé
ñõåìå ïîïîëíåíèÿ ñîñòîèò â òîì, âñåãäà ëè òåîðèÿ V ñïîñîáíà äîêàçàòü ñâîþ
ñîáñòâåííóþ ñòàáèëüíîñòü. Â [40] ïîëó÷åí îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà âîïðîñ î
äîêàçóåìîñòè ñòàáèëüíîñòè âíóòðè ñàìîé ñèñòåìû V . Ïðè÷èíó ýòîãî ìîæíî
óâèäåòü èç ñëåäóþùåãî ðàññóæäåíèÿ. Äîïóñòèì ìû õîòèì óñòàíîâèòü, ÷òî
V ′ ` F âëå÷åò V ` F èíäóêöèåé ïî âûâîäó â V ′. Ñóùåñòâåííûé øàã
èíäóêöèè ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó îò V ` Γ ê V ` F äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
÷àñòíîãî ñëó÷àÿ äàííîãî ïðàâèëà âûâîäà Γ/F . Èç V ` Γ ïî èíòåðíàëèçàöèè
ïîëó÷àåì V ` 2Γ; ýòîò øàã î÷åâèäíî ôîðìàëèçóåòñÿ â V . Ïîëüçóÿñü âûâî-
äèìîñòüþ V ` 2Γ → 2F , óñòàíàâëèâàåì V ` 2F , èç ÷åãî è çàêëþ÷àåì
V ` F . Ïîñëåäíèé ïåðåõîä îò V ` 2F ê V ` F íåâîçìîæíî, âîîáùå
ãîâîðÿ, îáîñíîâàòü ñðåäñòâàìè V â ñèëó òîãî, ÷òî ðåôëåêñèÿ 2A → A
íåäîêàçóåìà â V (òåîðåìà Ë�åáà). Â [40] äåëàåòñÿ âûâîä î òîì, ÷òî ïðèíÿòûé
ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ñèñòåì âåðèôèêàöèè íåâîçìîæíî îáîñíîâàòü â ðàìêàõ
ïåðâîíà÷àëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ñèñòåìû.
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Â ðàáîòå [18] ïðîâåäåí àíàëèç ðîñòà ìåòàìàòåìàòè÷åñêèõ äîïóùåíèé
î òåîðèè â ïðîöåññå åå ïîïîëíåíèÿ ïî âûøåïðèâåäåííîé ñõåìå, à òàêæå
ïðåäëîæåíà íîâàÿ ñõåìà ïîïîëíåíèÿ, ñâîáîäíàÿ îò îãðàíè÷åíèé Äýâèñà-
Øâàðöà. Ñîãëàñíî íîâîé ñõåìå, âåðèôèêàöèÿ ïðàâèëà âûâîäà Γ/F ïðîèç-
âîäèòñÿ â ÿâíîì âèäå è ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè âû÷èñëèìîãî òåðìà t(x) è
äîêàçàòåëüñòâà V ` x:Γ→ t(x):F . Âûèãðûø ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñòàáèëüíîñòü
ïîñòðîåííûõ íà ýòîé îñíîâå ðàñøèðåíèé äîêàçóåìà â ñàìîé ñèñòåìå, ÷òî
ïîçâîëÿåò èçáàâèòüñÿ îò äîïîëíèòåëüíûõ ìåòàìàòåìàòè÷åñêèõ ïðåäïîëî-
æåíèé î äàííîé âåðèôèêàöèîííîé ñèñòåìå. Âîò ñõåìà ðàññóæäåíèé, ïîêà-
çûâàþùàÿ äîêàçóåìóþ ñòàáèëüíîñòü ÿâíîé âåðèôèêàöèè. Âíîâü, ìû õîòèì
óñòàíîâèòü, ÷òî V ′ ` F âëå÷åò V ` F . Ñóùåñòâåííûé øàã èíäóêöèè ïî
âûâîäó â V ′ ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó îò V ` Γ ê V ` F äëÿ ïðàâèëà Γ/F . Èç
V ` Γ ïóòåì èíòåðíàëèçàöèè äàííîãî âûâîäà â âèäå òåðìà s ìû çàêëþ÷àåì,
÷òî V ` s :Γ. Ïîëüçóÿñü âûâîäèìîñòüþ V ` x :Γ → t(x) :F óñòàíàâëèâàåì
V ` s :Γ → t(s) :F è V ` t(s) :F . Â ñèëó äîêàçóåìîñòè ÿâíîé ðåôëåêñèè,
V ` t(s):F→F , ñëåäîâàòåëüíî è V ` F .

Àíàëèç ïðèìåðîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè íåÿâíîé âåðèôèêàöèè ïî Äýâèñó-
Øâàðöó, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî â V �ñóùåñòâóåò äîêàçàòåëüñòâî Γ�
âëå÷åò �ñóùåñòâóåò äîêàçàòåëüñòâî F �, îáû÷íî ñíà÷àëà óñòàíàâëèâàåòñÿ,
÷òî V ` x:Γ→ t(x):F , à çàòåì ÿâíûå òåðìû x, t(x) çàìåíÿþòñÿ íà êâàíòîðû
ñóùåñòâîâàíèÿ, ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü ôîðìàòó íåÿâíîé âåðèôèêàöèè. Òî-
÷íîå çíàíèå òåðìà t(x) ïðè ýòîì îñòàâàëîñü íåèñïîëüçîâàííûì èç-çà îò-
ñóòñòâèÿ òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàííîãî ìåõàíèçìà åãî óòèëèçàöèè. Òàêèì
îáðàçîì, íåñìîòðÿ íà áîëåå îãðàíè÷èòåëüíûé âèä ÿâíîé âåðèôèêàöèè, åñòü
îñíîâàíèÿ ïîëàãàòü, ÷òî â ïðàêòè÷åñêîì ñìûñëå ÿâíàÿ âåðèôèêàöèÿ ïðè-
ìåíèìà òîãäà æå, êîãäà è íåÿâíàÿ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] Ñ.Í.Àðòåìîâ, �Íåàðèôìåòè÷íîñòü èñòèííîñòíûõ ïðåäèêàòíûõ ëîãèê äî-

êàçóåìîñòè.� Äîêëàäû Àêàäåìèè Íàóê ÑÑÑÐ, ò.284, no.2, ñ.270�271,
1985; English translation, �Nonarithmeticity of truth predicate logics of prov-
ability�, Soviet Mathematics Doklady, vol.33, pp. 403�405, 1986.

[2] Ñ.Í.Àðòåìîâ, �Ïîãðóæåíèå ìîäàëüíîãî λ-èñ÷èñëåíèÿ â Ëîãèêó Äîêà-
çàòåëüñòâ� Òðóäû ìàòåìàòè÷åñêîãî èíòñèòóòà èì. Â.À.Ñòåêëîâà, ò.242,
ñ.1-15, 2003.

[3] Â.À.Âàðäàíÿí, �Àðèôìåòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü ïðåäèêàòíûõ ëîãèê äîêàçó-
åìîñòè è èõ ôðàãìåíòîâ�, Äîêëàäû Àêàäåìèè Íàóê ÑÑÑÐ, ò.288, no.1,
ñ.11-14, 1986; English translation: �Arithmetical complexity or predicate log-
ics of provability and their fragments�, Soviet Mathematics Doklady, vol.34,
pp.384�387, 1986.

[4] À.Ãåéòèíã, Èíòóèöèîíèçì, Ìîñêâà, Ìèð, 1965; ïåðåâîä ñ àíãë. A. Heyt-
ing. Intuitionism: An Introduction. North-Holland, 1956.

27



[5] Ñ.Ê.Êëèíè, Ââåäåíèå â ìåòàìàòåìàòèêó, Ìîñêâà, Èçä-âî èíîñòð. ëèò.,
1957; ïåðåâîä ñ àíãë. S. Kleene. Introduction to Metamathematics, Van
Norstrand, 1952.

[6] À.Í.Êîëìîãîðîâ, �Ê òîëêîâàíèþ èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè�, Â ñáîðíè-
êå: Ñ.Ì.Íèêîëüñêèé, ðåä. À.Í.Êîëìîãîðîâ. Èçáðàííûå òðóäû. Ìàòåìà-
òèêà è Ìåõàíèêà, ñ.142-148, 1985; ïåðåâîä ñ íåì. A. Kolmogoro�, �Zur
Deutung der intuitionistischen Logik�, Math. Ztschr., Bd. 35, S.58�65, 1932.

[7] À.Í.Êîëìîãîðîâ, �Î ìîèõ ðàáîòàõ ïî èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêå�. Â
ñáîðíèêå: Ñ.Ì.Íèêîëüñêèé, ðåä. À.Í.Êîëìîãîðîâ. Èçáðàííûå òðóäû.
Ìàòåìàòèêà è Ìåõàíèêà, ñ. 393, 1985; English transl.: A.Kolmogorov,
�About my papers on intuitionistic logic�, In: A.N.Kolmogorov, Selected
works, p.451�452.

[8] À.Â.Êóçíåöîâ, À.Þ.Ìóðàâèöêèé, �Ëîãèêà Äîêàçóåìîñòè�, Òåçèñû äî-
êëàäîâ ×åòâåðòîé Âñåñîþçíîé Êîíôåðåíöèè ïî Ìàòåìàòè÷åñêîé Ëî-
ãèêå, ñ.73, 1976.

[9] Þ.Ò.Ìåäâåäåâ, �Ôèíèòíûå çàäà÷è�, Äîêëàäû Àêàäåìèè Íàóê ÑÑÑÐ,
ò.142, no.5, ñ.1015�1018, 1985; English translation, Yu.Medvedev, �Finite
problems�, Soviet Mathematics Doklady, v. 3. pp. 227-230, 1962.

[10] Ï.Ñ.Íîâèêîâ, Êîíñòðóêòèâíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà ñ òî÷êè çðå-
íèÿ êëàññè÷åñêîé, Ìîñêâà, Íàóêà, 1977.

[11] Â.Å.Ïëèñêî, �Íåàðèôìåòè÷íîñòü êëàññà ðåàëèçóåìûõ ïðåäèêàòíûõ ôî-
ðìóë�, Èçâåñòèÿ ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåð. Ìàò., ò.41, No.3, ñ.483�502, 1977.

[12] Ò.Ë.Ñèäîí, �Èíòåðïîëÿöèîííîå ñâîéñòâî Êðåéãà äëÿ îïåðàòîðíûõ ëî-
ãèê äîêàçóåìîñòè�, Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåð.1, Ìàòåìà-
òèêà, Ìåõàíèêà. 1998. No.2 ñ.34-38. English transl.: T.L.Sidon, �Craig In-
terpolation Property for Operational Logics of Proofs�, Moscow University
Mathematics Bulletin, v.53, n.2, pp.37�41, 1999.

[13] Â.À.Óñïåíñêèé, Â.Å.Ïëèñêî, �Èíòóèöèîíèñòñêàÿ ëîãèêà�, Â ñáîðíèêå:
Ñ.Ì.Íèêîëüñêèé, ðåä. À.Í.Êîëìîãîðîâ. Èçáðàííûå òðóäû. Ìàòåìàòè-
êà è Ìåõàíèêà, ñ.394�404, 1985.

[14] J. Alt and S. Artemov, �Re�exive lambda-calculus�, In Springer Lecture
Notes in Computer Science, v. 2183, Proceedings of the Dagstuhl-Seminar
on Proof Theory in Computer Science, 2001.

[15] S. Artemov. �Kolmogorov logic of problems and a provability interpretation
of intuitionistic logic�, Theoretical Aspects of Reasoning about Knowledge -
III Proceedings, Morgan Kaufman Pbl., pp. 257-272, 1990

[16] S. Artemov, �Logic of Proofs�, Annals of Pure and Applied Logic, v. 67,
pp. 29�59, 1994.

28



[17] S. Artemov, �Operational Modal Logic,� Tech. Rep. MSI 95-29, Cornell
University, December 1995.

[18] S. Artemov, �On explicit re�ection in theorem proving and formal veri�ca-
tion ,� In Springer Lecture Notes in Arti�cial Intelligence, v.1632 , Automat-
ed Deduction - CADE-16. Proceedings of the 16th International Conference
on Automated Deduction, Trento, Italy, pp. 267�281, 1999.

[19] S. Artemov, �Explicit provability and constructive semantics�, The Bulletin
for Symbolic Logic, v.7, No. 1, pp. 1�36, 2001.

[20] S. Artemov, � Operations on proofs that can be speci�ed by means of modal
logic �, Advances in Modal Logic, Volume 2, CSLI Publications, Stanford
University, pp. 59-72, 2001.

[21] S. Artemov, �Uni�ed semantics for modality and lambda-terms via proof
polynomials ,� In Kees Vermeulen and Ann Copestake eds. Algebras, Dia-
grams and Decisions in Language, Logic and Computation, CSLI Publica-
tions, Stanford University, pp.89-119, 2002.

[22] S. Artemov, E. Kazakov and D. Shapiro �On logic of knowledge with
justi�cations �, Technical Report CFIS 99-12, Cornell University, 1999.
http://www.cs.gc.cuny.edu/∼sartemov/publications/S5LP.ps.

[23] S. Artemov and V. Krupski. � Data storage interpretation of labeled modal
logic ,� Annals of Pure and Applied Logic, v. 78, pp. 57-71, 1996.

[24] S. Artemov ans T. Sidon-Yavorskaya, �On the �rst order logic of proofs�,
Moscow Mathematical Journal, vol.1, No.4, pp.475�490, 2001.

[25] S. Artemov and T. Strassen, �The Basic Logic of Proofs�, Springer Lecture
Notes in Computer Science , v.702, pp.14�28, 1993.

[26] S. Artemov and T. Strassen, �Functionality in the Basic Logic of Proofs�,
Tech.Rep. IAM 92-004, Department for Computer Science, University of
Bern, Switzerland, 1993.

[27] S. Artemov and T. Strassen, �The logic of the G�odel proof predicate�,
Springer Lecture Notes in Computer Science , v. 713 , pp. 71�82, 1993.

[28] J. Avigad and S. Feferman, �G�odel's Functional (�Dialectica�) Interpreta-
tion�. In: S. Buss, ed., Handbook of Proof Theory, Elsevier, pp. 337-406,
1998.

[29] M. Beeson. Foundations of Constructive Mathematics. Springer-Verlag,
1980.

[30] L. Beklemishev, Induction rules, re�ection principles, and provably recur-
sive functions. Annals of Pure and Applied Logic, v.85, pp.193-242, 1997.

29



[31] J. van Benthem. �Re�ections on epistemic logic�, Logique & Analyse, 133-
134, pp. 5-14, 1991.

[32] G. Boolos, The Unprovability of Consistency: An Essay in Modal Logic,
Cambridge University Press, 1979.

[33] G. Boolos, The Logic of Provability, Cambridge University Press, 1993.

[34] V. Brezhnev, �On explicit counterparts of modal logics,� Tech. Rep. CFIS
2000-06, Cornell University, 2000.

[35] V. Brezhnev, �On the Logic of Proofs,� Proceedings of the Sixth ESSLLI Stu-
dent Session, Helsinki, pp. 35-46, 2001. http://www.helsinki.fi/esslli/

[36] S. Buss, �The Modal Logic of Pure Provability�, Notre Dame Journal of
Formal Logic, v. 31, No. 2, 1990

[37] R. Constable, �Types in Logic, Mathematics and Programming�. In:
S. Buss, ed., Handbook of Proof Theory, Elsevier, pp. 683-786, 1998.

[38] D. van Dalen, �Intuitionistic Logic�. In D. Gabbay and F. Guenther, eds.,
Handbook of Philosophical Logic, Reidel Publishing Company, v. 3. p. 225-
340, 1986.

[39] D. van Dalen, Logic and Structure, Springer-Verlag, 1994

[40] M. Davis and J. Schwartz, �Metamathematical Extensibility for Theorem
Veri�ers and Proof Checkers�, Computers and Mathematics with Applica-
tions, v.5, pp.217-230, 1979.

[41] M. Fitting, �A Semantic Proof of the Realizability of Modal Logic in the
Logic of Proofs�, CUNY Ph.D. Program in Computer Science, Technical
Report TR-2003010, 2003.

[42] M. Fitting, �A Semantics for the Logic of Proofs�, CUNY Ph.D. Program
in Computer Science, Technical Report TR-2003012, 2003.

[43] D.M. Gabbay, Labelled Deductive Systems, Oxford University Press, 1994.

[44] J.-Y. Girard, Y. Lafont, P. Taylor, Proofs and Types, Cambridge University
Press, 1989.

[45] K. G�odel, �Eine Interpretation des intuitionistischen Aussagenkalkuls�,
Ergebnisse Math. Colloq., Bd. 4 (1933), S. 39-40.

[46] K. G�odel, �Vortrag bei Zilsel� (1938), in S. Feferman, ed. Kurt G�odel Col-
lected Works. Volume III, Oxford University Press, 1995.

[47] R. Goldblatt, �Arithmetical necessity, provability and intuitionistic logic�,
Theoria, 44, pp. 38-46, 1978.

30



[48] N.K. Goodman, �A theory of constructions is equivalent to arithmetic�,
Intuitionism and proof theory (J.Myhill, A.Kino, R.E. Vesley, editors), North
Holland, pp. 101�120, 1970.

[49] A. Heyting, �Die intuitionistische Grundlegung der Matematik�, Erkenntnis
v.2, pp.106-115, 1931.

[50] A. Heyting, Matematische Grundlagenforschung. Intuitionismus. Beweis-
theorie, Springer, Berlin, 1934.

[51] D. de Jongh and G. Japaridze, �Logic of Provability�, in S. Buss, ed., Hand-
book of Proof Theory, Elsevier, 1998.

[52] S. Kleene. �On the interpretation of intuitionistic number theory�, Journal
of Symbolic Logic, v. 10, pp. 109-124, 1945.

[53] G. Kreisel, �Foundations of intuitionistic logic�, in E.Nagel, P.Suppes and
A.Tarski, eds., Logic, Methodology and Philosophy of Science. Proceedings
of the 1960 International Congress, Stanford University Press, Stanford, pp.
198-210, 1962.

[54] G. Kreisel, �On weak completeness of intuitionistic predicate logic�, Journal
of Symbolic Logic, v. 27, pp. 139-158, 1962.

[55] G. Kreisel, �Mathematical Logic�, in T.L.Saaty, ed., Lectures in Modern
Mathematics III Wiley and Sons, New York, pp. 95-195, 1965.

[56] S. Kripke, �Semantical considerations on modal logic�, Acta Philosophica
Fennica, 16, pp. 83-94, 1963.

[57] N.V. Krupski, �On the Complexity of the Re�ected Logic of Proofs�, CUNY
Ph.D. Program in Computer Science, Technical Report TR-2003007, 2003.

[58] V.N. Krupski, �Operational Logic of Proofs with Functionality Condition
on Proof Predicate�, Lecture Notes in Computer Science, v. 1234, Logical
Foundations of Computer Science' 97, Yaroslavl', pp. 167-177, 1997.

[59] V.N. Krupski, �The single-conclusion proof logic and inference rules spec-
i�cation�, Annals of Pure and Applied Logic, v. 113, No. 1-3, pp. 181-206,
2001.

[60] V.N. Krupski, �Referential Logic of Proofs�, Theoretical Computer Science,
accepted for pubication, 2004.

[61] R. Kuznets, �On the Complexity of Explicit Modal Logics�, Lecture Notes
in Computer Science, v. 1862, Computer Science Logic 2000, pp. 371-383,
2000.

[62] H. L�auchli, �An absract notion of realizability for which intuitionistic pred-
icate logic is complete�, in: J. Myhill, A.Kino and R.E. Vesley, eds., Intu-
itionism and Proof Theory, North-Holland, Amsterdam, pp. 227-234, 1970.

31



[63] E. Lemmon, �New Foundations for Lewis's modal systems�, Journal of Sym-
bolic Logic, v. 22, pp. 176-186, 1957.

[64] J.C.C. McKinsey and A. Tarski, �Some theorems about the sentential cal-
culi of Lewis and Heyting�, Journal of Symbolic Logic, v. 13, pp. 1-15, 1948.

[65] G. Mints. �Lewis' systems and system T (1965-1973)�. In Selected papers in
proof theory, Bibliopolis, Napoli, 1992.

[66] A. Mkrtychev, �Models for the Logic of Proofs�, Lecture Notes in Computer
Science, v. 1234, Logical Foundations of Computer Science' 97, Yaroslavl',
pp. 266-275, 1997.

[67] R. Montague. �Syntactical treatments of modality with corollaries on re-
�ection principles and �nite axiomatizability�, Acta Philosophica Fennica,
16, pp. 153-168, 1963.

[68] J. Myhill, �Some Remarks on the Notion of Proof�, Journal of Philosophy,
57, pp. 461-471, 1960

[69] J. Myhill, �Intensional Set Theory�, In: S. Shapiro, ed., Intensional Math-
ematics, North-Holland, pp. 47-61, 1985.

[70] Y. Moses, �Resource-bounded knowledge�, In Theoretical Aspects of Rea-
soning about Knowledge, ed. M. Vardi, Morgan Kaufmann, pp. 261-276,
1988.

[71] R. Parikh. �Knowledge and the problem of logical omniscience�, ISMIS-87
(International Symposium on Methodolody for Intellectual Systems), ed/
Z. Ras and M. Zemankova, North Holland, pp.432-439, 1987.

[72] R. Parikh. �Logical omniscience� in Logic and Computational Complexity,
Ed. Leivant, Springer Lecture Notes in Computer Science No. 960, pp. 22-29,
1995.

[73] B. Renne, �Tableaux for the Logic of Proofs�, CUNY Ph.D. Program in
Computer Science, Technical Report TR-2004001, 2004.

[74] D. Scott. �Constructive validity�. In: M. Laudet et al, eds., Symposium on
Automatic Demonstration Springer, Berlin, 1970.

[75] S. Shapiro. �Intensional Mathematics and Constructive Mathematics�. In:
S. Shapiro, ed., Intensional Mathematics, North-Holland, pp. 1-10, 1985.

[76] S. Shapiro. "Epistemic and Intuitionistic Arithmetic". In: S. Shapiro, ed.,
"Intensional mathematics", North-Holland, pp. 11-46, 1985.

[77] T. Sidon, �Provability Logic with Operations on Proofs�, Lecture Notes in
Computer Science, v. 1234, Logical Foundations of Computer Science' 97,
Yaroslavl', pp. 342-353, 1997.

32



[78] T. Yavorskaya (Sidon), �Logic of proofs and provability�, Annals of Pure
and Applied Logic, v. 113, No. 1-3, pp. 345-372, 2001.

[79] C. Smorynski, Self-Reference and Modal Logic, Springer-Verlag, Berlin,
1985.

[80] R. Solovay, �Provability interpretations of modal logic�, Israel Journal of
Mathematics, 25, pp. 287-304, 1976.

[81] A.S. Troelstra �Realizability�. In S. Buss, ed., Handbook of Proof Theory,
Elsevier, pp. 407-474, 1998.

[82] A.S. Troelstra and D. van Dalen, Constructivism in Mathematics. An In-
troduction, v. 1, Amsterdam; North Holland, 1988.

[83] A.S. Troelstra and H. Schwichtenberg, Basic Proof Theory, Cambridge Uni-
versity Press, 1996.

[84] V.A. Uspensky, �Kolmogorov and mathematical logic�, Journal of Symbolic
Logic, 57, No.2, 1992.

[85] S. Weinstein, �The intended interpretation of intuitionistic logic�, Journal
of Philosophical Logic, 12, pp. 261-270 1983.

[86] R. Yavorsky, �On the Logic of the Standard Proof Predicate� Lecture Notes
in Computer Science, v. 1862, Computer Science Logic 2000, pp.527-541,
2000.

[87] R. Yavorsky, �Provability logics with quanti�ers on proofs�, Annals of Pure
and Applied Logic, v. 113, No. 1-3, pp. 373-387, 2001.

33


